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VI AVERTISSEMENT. 

plus généralemeDt suivi. Après avoir rappelé briè- 
vement les formules générales données par la théorie, 
et consacré quelques lignes à Tbistorique de la ques- 
tion, je résous avec détails une suite de Problèmes, 
choisis de manière à présenter les différents genres 
d'applications; ensuite je propose une seconde série 
de Problèmes, en général plus simples, et dont le 
résultat est seulement indiqué. La plupart de ces 
Problèmes sont extraits d* Auteurs célèbres ou de 
journaux modernes ; les sources premières sont ci- 
tées toutes les fois qu'elles sont parvenues à ma con- 
naissance. Néanmoins, le plus souvent les questions 
ne sont pas résolues k la manière des Auteurs cités, 
car je me suis attaché surtout à suivre de point en 
point les méthodes générales telles qu'on les enseigne 
aujourd'hui, tout en usant des simplifications pro- 
pres à chaque question. Dans le choix des Problèmes, 
j'ai préféré ceux qui m'ont paru plus instructifs par 
leurs applications pratiques, ou par les développe^ 
ments théoriques auxquels ils donnent lieu. Tous 
les résultats indiqués ont été vérifiés avec soin. 

Quelques Problèmes proposés n'exigent que les 
premiers principes de la Mécanique et des calculs 
élémentaires. Les Professeurs des Cours inférieurs 
les distingueront aisément, et pourront les proposer 
à leurs élèves. 

Les jeunes gens désireux d'étudier plus à fond les 



AVEBTISftSlIBlIT. VII 

théories enseignées brièvement dans les Cours trou- 
veront dans cet ouvrage, je Fespëre, plusieurs déve- 
loppements utiles, qui leur faciliteront la lecture 
des grands maîtres. 

Dans tout ce travail, deux ouvrages anglais publiés 
sur le même sujet par M. William Walton (*) ont été 
pour moi des sources fécondes où j'ai largement 
puisé. 

Qu'il me soit permis d'exprimer ici ma reconnais- 
sance à M. I. Bertrand, qui a bien voulu m'aider 
d'indications utiles et me communiquer un travail 
intéressant sur Tattraction. 



(*) ji ColiectioH of Problems in UlustmUon of the principies of 
theoretical Mechanics^ i84a. — A Collection of Probiems in iUus- 
tration of the principles of theoretical Hjrdrostatics and Hydro- 
ifynamicsy ie47- 
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Il est dans chaque corps solide un point Gxe par lequel 
passe la résultante des actions de la pesanteur sur les dif- 
férentes molécules, quelle que soit la position de ce corps. 
Ce point est le centre de grav^ité. 

Soient x, y^ z les coordonnées rectangulaires ou 
obliques d'un point du corps dont on cherche le centre de 
gravité, dm Télément de masse situé en ce point, x^y^ z 
les coordonnées du centre de gravité. 

On a les formules 

— fxdm — fydm - fzdm 
J dm 7*''" J ^"^ 

Nous devons Tidée du centre de gravité à Archimëde. 
Ce géomètre a déterminé le centre de plusieurs surfaces 
planes dans Touvrage intitulé : 'Ewiritmf l^fpowiKSf i «ivrpa 
^apSt firirf/ifv. 

I. a« ÉDIT. I 



a MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

SECTION I. 

SURFACES PLANES SYMÉTRIQUES FAR RAPPORT A UNE DROITE. 

Prenons des axes coordonnes rectangulaires bu obliques, 
et considérons une aire plane comprise entre deux or- 
données et deux arcs de courbes, dont les ordonnées j" 
correspondantes à une même abscisse x soient égales et 
de signe contraire. L'abscisse x du centre de gravité de 
cette aire est donnée par la formule 

où les limites des intégrales sont les abscisses correspon- 
dantes aux ordonnées extrêmes. 

Si Ton veut employer les coordonnées polaires, alors, 
en désignant par r la distance d^un point de la surface i 
Torigine, et par 6 Tangle que forme le rayon r avec Taxe 
des jr, on aura 

-_///•» ces 0</Orfr 

Les intégrales s*étendent à toute la surface considérée. 

1 . Déterminer le centre de gravnté de Vaire comprise 
entre la cissoïde de Diodes et son asymptote. 

L'équation de la cissoïde est 

v« • 

J — 1 

a — j: 

par conséquent, 






Jo \a — X 



Jo ^a — 



X 



STÀTIQUB. 

Or 



1. 

Jf » dx=z — lux^ ^a — X \ -h 5 f X* yja-^xdx 

Q yja — x L Jo ,/o 

x' ^a — X dx 

3 A 

Jo ya — X Jo y fl — X 

= ?«/ -=rfx; 

** ^/o v" — •* 
donc 

- 5 

2. Déterminer le cenft^ de gra\fité d'un secteur de 



cei 



Tcle. 



Soient a le rayon du cercle et sa Tangle du secteur. 
Prenons le centre pour origine des coordonnées, et la 
bissectrice de Tangle du secteur pour axe des x. 

Nous avons 



-_ /V£r 



J/» a cuB a . /» « -_«__ 

' X* tang a r/x -f- 1 x ^a* — x' </x 

o «/« cos» a 



X 



J r dx /» a cott a /» a 

1 X lang a dlr -h / V^fl* — x* dLc 

t/o *^« cos « 

(I \aco»a Pi l'ia 

(I >, acoiia /l . .X I y \a 

-xManga i -h ~/i'arcsin--+--x v^«»— xM 

2 ** o \2 « 2 "^ Jacota 

•;r fl*sin a cos' a -+- =• û* sin' a 

3 3 2 ftin a 

1 , . i / , ... X ô OL 

-a'sinacosa H — (<i'a — o'sma cos a) 

2 a ^ 
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Les intégrations sont plus simples lorsqu'on emploie 
les coordonnées polaires. 

Alors 



CP- 


cos BdBdr ^ 


a' j cosOrfO 


ci: 

2 sin a 2 
3"* a ~"3 


rdBdr 

rayon X corde 
arc 





CABEi, Mesure des surfaces^ p. 76. 

3. DétetTniner le centre de gra^^itê d'un segment de 
cercle. 

Conservons la notation du problème précédent. I 

Nous avons ! 



J — OL «^ c< 



r' ces </ dr 
cos a 



cos 6 



rdBdr 

co« 9 

a 



/•-Ha /«a 

J J 

•/ — a t/ co« a 
eus 

- aM sin — cos'a lang l 

'""i r '|-^« 

-£iM G — cos^atange 

TT fl' sin' a . . 

3 1 s\ï\* a 



a' (a — sin a cos a) 3 a — sin a cos a 

' Les intégrations seront peut-être plus rapides si l'on 
prend les coordonnées reclilignes. 
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Alors 



«coiK L"^ Jucosa 



Jf Ja^^x^ebe - 1 jf^«»— *'-4-ii»arcsin- I 

«co.« ^L «J«e 

a sin-^a (corde)» 



3 a — sin a cos a 6 ( rayon . arc — apothème . corde) 
GvLDiH, Centrobarycoy lîb. I, cap. ix, p. 107. 

On peut arriver à ce résultat par une simple composi- 
tion de forces parallèles, en considérant le secteur dont 
on connaît le centre de gravité [Prob, 2) comme la 
somme d'un triangle et d W segment. 

4. Déterminer le centre de gravité de Faire compiise 
entre un arc de parabole et sa corde. 

Si Ton nomme a la longueur d'une parallèle à l'axe de 
la parabole menée par le milieu de la corde et terminée 
Â la courbe, on a 

- 3 

X :=zz-^ a, 
5 

AacHiMÈDK, *Efrtiriim*. . ., lib. II, prop. 8* 

5. Déterminer le centre de gravité de Faire comprise 

entre la parabole 

ay^ — jf 

et une double ordonnée 

Si l'on désigne par j: Tabscissc qui correspond à Tor- 
donnée extrême, on a 

- //!-+- in 

X 1= T— X, 

m -^ [\n 

6. Déterminer le centre de gravité de Vake circon- 
scrite par la courbe 

IL, ^ — * 



6 MÉCANIQUE RÀTlOMlfELLE. 

On trouve 

- I 

4 
7. Déterminer le centre de grauité de Paire comprise 
entre une branche entière de cjcloïde et sa base. 

Si Ton prend la tangente au sommet pour axe des jr, 
et l'axe de la courbe pour axe des Xy que Ton nomme a 
le rayon du cercle générateur et o) Tangle dont tourne le 
cercle quand il décrit l'arc compris entre Torigiue et le 
point 3cj^ la courbe est représentée par les équations 

X=: fl(l — cosu), 
jr = fl(» + sinuj; 
cl Ton trouve 

%, Déterminer le centre de gravité de l'aire comprise 
entre une ellipse et Vun de ses diamètres. 

Si Ion prend le diamètre donné pour axe des y^ le 
diamètre conjugué pour axe des jt, et qu'on représente 
par 2a la longueur de ce second diamètre, on trouve 

GuLDiiTy Ccntrobaryca^ lib. I, cap. ix, p. ii5. 

9. Déterminer le centre de gra\filé d^une boucle de la 
lemniscate de Jacques Bernoulli, 

La courbe étant représentée par Téquation 



on trouve 
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SECTION II. 

SURFACES PLAKES QUELCONQUES. 

Les coordonnées x, y du centre de gravité d'une sur- 
face plane quelconque sont données en coordonnées rec- 
tilignes par les formules 

--^Sffdxdy^ - _ SJydxdy 

^ SJdxdy ' ^ ~ SJdxdy * 

ê 

Et si Ton emploie les coordonnées polaires r et d dont le 
pôle est à l'origine, et dont Tangle se compte à partir 
de Taxe des x, on a en coordonnées rectangulaires 

*~ ffrd^dr ' -^"^ SJrd^dr 

Les limites des intégrales sont toujours celles du corps. 

i . Déterminer le centre de gratuité du secteur ellip- 
tique compris entre deux demi^dîamètres conjugués aetb. 

Prenons poiu* axes coordonnés les deux diamètres con- 
jugués dont il 8*agit^ alors Tellipse est représentée par 
Téquation 

et, par conséquent, 

/ xdxdy, - / x^à^ — x^dx 

I I dxdy - / \la^^a?dx 

3ir' 



t r I . . *i* ' ^ • 

- X Ua^ — X* 4- fl* arc sin - 1 — a* 
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r r rfxûfr 7^^* 7^^^^ 



2. Déterminer le centre de grav^ité du segment ellip^ 
tique compris entre la courbe et une corde qui joint les 
extrémités de deux diamètres conjugués. 

Conservons la notation du problème prëcédenti et po- 
sons de plus 

nous aurons 

'^£l>" "ïr[t--':'*-i-'>l'" 

o 1 a 



4 

En vertu de la symétrie de la figure par rapport aux 
deux axes, on a nécessairement 

- 2 * 



r = ô 



3 ir — 2 



3. Trouifer le centre de gratuité d'un secteur parabo- 
lique compris entre la courbe et deux rayons vecteurs 
menés du foyer. 

Soient a, |3 les angles que forment avec Taxe de la pa- 



8TÀTIQVB. 

rabole les deux rayons vecteurs dont il s*aglt, et 



2 CCS» - 



Téquation de la parabole en coordonnées polaires, dont 
l'origine est au foyer et dont les angles Q se comptent à 
partir de l'axe. 
On a 



*/« 2 



Or 



^ I — tanc»-0 

r/0 =r séc« - OrfO 

cos* - iH- lang* - 

2 ^ % 

= ( 1 — lang* - j séc* - £/9; 

par conséquent, 

I /'tangi^/ j V ^ 

/>Ung;/3/ , V , 

/ ( I -h lanc» - Ô |r/ taog - 

Jungia V ^ 2 ; ^2 

^^l(tong»ip-tang»i«)~(tangip-tangi«) 
i ^lang* i p ~ ung» i a j -h ^tang ^ p - tang i a j 



rdOdr 
o 



•/« i/o 
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Or Tiatégrale duDiiinërateur etX égale à 



/»C08|/Î I 

/^a . * . / rf.cos-6 

f cos* - / cos* - 

par conséquent, 

i ^ung» i p - ung" i « j H- ^ttng i p - tong i «^ 



^=3 



4. Trou\fer le centre de gravité de l'aire comprise 
entre une branche d^ hyperbole ^ V asymptote correspond- 
dante et deux ordonnées parallèles à Vautre asymp^ 
tote. 



Soient 



xy: 



Téquation de la courbe rapportée à ses deux asymptotes, 
et x\ x" les abscisses correspondantes aux ordonnées 
extrêmes. 
On trouve 



x" — 4P' - I a» -+- ^» 

* = I // „ I / ♦ ^ = Q 



log x" — log x' ' -^ "* 8 x^x' loRx'' — logx' 

8. Trouver le centre de gravité de Faire comprise 
entre la parabole a'"~*j' = a:", l'axe des x et deux 
ordonnées. 

Si Ton représente par x' et x'' les abscisses correspon- 
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dantes aux ordonnées exirèmes, on troure 

Cabbé, Mesure des surfaeefj p. 80. 

6. Trouver le centre de gravité de Vaire comprise 
entre un arc de la sinusoïde y = sin x et Vaxe des x. 

Si Ton considère Tare limité à l'origine et à Tabscisse tt, 
on trouve 

— ir - ir 

7. Trouver le centre de gravité de l'aire comprise 
entre la droite jr = ^x etla parabole y* = 2px. 

On obtient 

SECTION III. 

SOLIDES DE EÉTOLUTION. 

Considérons le solide engendré par la révolution d'une 
surface plane autour d'une droite tracée dans son plan et 
que nous prendrons pour axe des x. Le centre de gravité 
de ce solide est situé sur l'axe de révolution, et si Ton re- 
présente par ^, y les ordonnées rectangulaires du con- 
tour de Taire génératrice qui correspondent à une même 
abscisse, la position de ce centre de gravité est fixée par 
la formule 

Quand on emploie des coordonnées polaires, savoir un 
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rayon r mené de Torigine et un angle compté à partir 
de l'axe des jc, on a 

- __ Jfr^ sin C08 </ô dr 
*~ JJ'r^smOdBdr 

Les intégrales s'étendent à toute Taire génératrice. 

1. Trouver le centre de grai^ité d'un segment de 
sphère. 

Soient a le rayon de la sphère^ c la distance de la base 
du segment au centre de la sphère, et prenons ce centre 
pour origine des coordonnées. 

Nous avons 



'7 



4 _3 {n-hcy 



I 



Lucas Valemus, De centra gravitatis solidorunii 
lib. II, prop. 33, et lib. III, prop. 3i« 

2. Déterminer le centre de gravité du solide engendré 
par la révolution d'un secteur de cercle autour de Vun 
de ses rayons extrêmes. 

Soient a le rayon du cercle cl ^ Tangle du secteur. 

Prenons le centre de cercle pour origine des coordon- 
nées; alors 

/ 1 r*sln9ros0//0r/r t «M -sinîOc^Q 

- •/o Jo 4 Jo ^ 



r r r'sinôrfOrfr \^ \ *'"^''® 



o «/o 

= 5 a (i 4- cosp) = 7 a cos» - ?. 
o 4- ^ 



ifl'(l-COSp) 



Wallis, Oy«ni, t. I, p. 728. 



STATIQUE. l3 

3. Déterminer le centre de gras^ité du solide engendré 
par la résolution de Vaire comprise entre une parabole^ 
son axe et une ordonnée perpendiculaire y autour de la 
tangente au sommet. 

Soient 

Tëquation de la parabole, b l'ordonnée extrême et a Tab- 
scisse correspondante. 
On a 



_^'-r' 5—5 

sj:ip — r = — \/2pa z=z — b. 



Ce problème est an cas particulier d*un problème plus 
général résolu par Carré, Mesure des surfaces, p. pS. 

4. Déterminer le centre de grav^ité d^une tranche de 
paraboloïde de révolution. 

Soient a, b les rayons des deux bases et h leur dis- 
tance. La distance du centre de gravité à la petite base, 
dont le rayon est a, est donnée par la formule 

- _h a' H- ib^ 

"*" 3 a» -+- A^ ■ 

5. Déterminer le centre de grainté de la portion d^hjr- 
perboloïde qui est engendrée par la révolution de Vhj^ 
perbole 
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autour de Vaxe des x, et qui est comprise entre les deux 
plans x= o, x=:c. 

On trouve 

-_ 8acH-3r» 

CaeeiL, Mesure des surfaces, p- 97- 

6. Déterminer le centre de gratuité d^un solide en^ 
gendre par l'aire comprise entre une parabole^ son axe 
et une ordonnée perpendiculaire, quand Vaùe tourne 
autour de cette ordonnée. 

Si Ton représente l'ordonnée extrême par b^ on troaTe 

5 
que la distance du centre de gravité à Taxe est égale ^ -7 &. 

Carei^ , Mesure des surfaces, p. 90. 

7. Déterminer le centre de grauité de la partie d'un 
hjrperboloïde à une nappe de ré%*olution qui est corn- 
prise entre deux plans perpendiculaires à Vaxe, dont 
Vun passe au centre et Vautre à V extrémité de Vaxe 
imaginaire. 

Soient a& Taxe imaginaire de Thyperbole génératrice, 
et X la distance du centre de gravité au centre de ]a courbe. 
Ou a 

10 
CAftESy Mesure des surfaces^ P* 97* 

8. Déterminer le centre de gravité du solide terminé 
à la surface qu engendrent les deux paraboles 

>> = ^px, jri=ziip'{a^ x) 

en tournant autour de Vaxe des x. 
On trouve 

- /î /> -H 2/?' 

X irz — 



3 />+// 
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SECTION IV. 

SOLIDES QUELCOITQUES. 

Soient X, y^ z les coordonnées rectangulaires ou obli- 
ques d'un point pris dans l'intérieur du solide considéré, 

et X, j^ z les coordonnées du centre de gravité de ce 
corps. 

On a les formules 

-r^SSSf^àxdydz - _^ fffydxdxdz - JJJzdxdydx, 
"" SSJdxdjdz ' ■^- SSJdxdjdz ' ~ SSJdxdydz ' 

OÙ les intégrales s'étendeht au corps entier. 

1 . Déterminer le centre de gras^ité de la ponion du 
cône 

qui est comprise entre les plans des zx, des xy et un 
troisième plan parallèle à celui des yz. 

Soit a la distance de ce troisième plan à Forigine. 
Nous avons 

/ / x^^'x^—y^dxdx i x.jif^^x^dx 
I I ^^^x^—y^ dxdy i jv^'x'dx 

lî"?"" 3 



la 






_P 
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On trooTe pareillement 

2. «Sur une même base circulaire on place une demi" 
sphère et un paraboloïde de réyolution dont le para- 
mètre est égal au rayon de la sphère ; déterminer le 
centre de gravité du solide compris entre la sphère, le 
paraboloïde et un plan mené par Viixe de cette sur- 
face. 

Soient 

« 

et 

les équations de la spbère, du paraboloïde et du plan. 
Si Ton pose 

_— ^— . n* — X* — v' 

211 

et 



» = V^«' — ae — xS 
on a 

Xf f jdxdydz I f f ^^^ydx 

T= m y ' *~ m 1^* 1 ' 

/r / * dxdfdz f' 1 f ^*^r^ 

-mJo Js' J—mJo Jb' 



et 

Jf r=0. 
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Or 

\ i fU,fytk= j (z-t')dxtfy 

I I /*** - I I 5 

/ / / xiLTdxdz=. \ \ x{z-z')da:dy 



i5ir— 16 - 

— a*, 

120 



r r r zdvdfdz=^ r r{z^^z!^)dxdy 

J — aJo Jt' J — aJo 



= §'^"'-^'"'' = 48"'''' 

et, d'après CCS calculs , 

— iSjt — 16 - I 

2677 2 

3, Soient trois axes rectangulaires OX, OY, OZ, On 
trace dans le plan ZX une droite AC, et dans le plan XT 
une parallèle BD à Taxe des x\ une droite QR glisse 
sur AC et BD en restant toujours parallèle au plan YZ. 
Trouver le centre de gravité du solide compris entre les 
I. a« ÉDiT. 2 
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trois plans XY, TZ, ZX et la surface engendrée par la 
droite mobile. 




A X 



Soient OA = a, OB = i, OC = c, ei x, j, z les 
coordonnées d'un point P de la droite mobile RQ. 
On voit aisément que 



PN = « = c 



dès lors 



*« /*ft 



— «/o t/O O I 



O «/O 

et, d'après la symétrie de la figure, ^ == ^ &. 

^O */0 



= — = 3"' 



r r [a-x){b-y)dxdy ^ «' 
•/O «/o 



-/o Jo 2 «» 6' c 3 3 



2e 



• -\(«-^)f^--r)^,,/ 



•/o •/O 



2a^ I I 



2 2 



4. Trouver le centre de gravité du solide compris 
entre la sphère 

et les trois plans coordonnés. 
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On trouve 

- - - 3 

5. Tromper le centre de granité du solide compris 
entre le paraboloïde 

jr» -f- «» 1= ipX 

et les plans x •= a^j = 0^ z ^= o. 

Si Ton reprësenle par b le rayon du cercle suivant le- 
quel le paraboloïde est coupé par le plan a: = a, on 

trouve 

- 2 - - ï6A 

O IOtt 

6. Troui^er le centre de grasdté du solide compris 

entre ht paraboloïde , 

2» = xy, 

les plans coordonnés et les plans x^=a^y =: b. 
On trouve 

7. Trouver le centre de gravite du solide compris 
entre le cylindre 

et les plans z = ^o:, z = (S'a:. 
On trouve 

8. Ï/tic droite tourne autour d^un point fixe O en 
s* appuyant sur le contour d^ une surface S. On connaît 
le centre de gravité G de cette surface, trouver celui du 
solide compris entre la surface S et le cône décrit par la 
droite. 

1. 
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Le centre de gravité du solide est situé sur la 
droite OG aux trois quarts de sa longueur. 

9. D^un cône droit et homogène, de hauteur /i, on 
retranche par une section parallèle à la base un cône 
de hauteur h\ et l'on div*ise le tronc restant par un plan 
mené sidy^ant Vaxe, 

A quelle condition doivent satisfaire les hauteurs h 
et U pour que le demi-tronc de cône puisse se tenir 
debout sur sa petite base P 

La conditiou demandée est 

h + h' ^ /i'-h/f//-4-/i'» 
A' =^ /i' -h U' 

SECTION V. 

COUUBES PLÀKES. 

Soit ds l'élément de Tare qui correspoud aux coor- 
données a:, j^. Les,coordonnées x, ^ du centre de gravité 
sont données par les formules 

- f.rf/s - fyd* 

où les intégrales sont prises d*une extrémité de Tare â 
Tautre. 

Le jésuite flamand Délia Faille eut le premier Tidée 
de déterminer le centre de gravité d'une ligne courbe; il 
publia ses recherches en i632 sous le titre : Tlieore-- 
mata de centro gravitalis partiuni circuli et ellipsis. An* 
tuerpiœ^ i632. 

1. Déterminer le centre de grauité de l'arc de la si- 
nusoïde 

y = sin .t, 

qui est compris entre les abscisses x = o, x =^7:, 
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Ona 

ils^ = ( I -♦- ^, ) dx^ = {t'h cos' jr ) dx', 

et, par conséquent, 

Jf sinx^i -4-cos*j:dlr 
_o v/2-f-log(i-f-Vâ) 

I \/i -h cos*a:dlr y/a / i/ i sîn^xdx 

L'intégrale du dénominateur est une fonction elliptique 
de seconde espèce^ nous la représenterons par E, alors 

E V'âJ = \/2 -f- log (i -h v^). 

2. Trottiner le centre de grauité d'un arc de cercle, 

La distance du centre de gravité au centre du cercle 
est 

- rayon X corde 

X=z — • 

arc 
GuLDiNy Centroharyca^ lib. I, cap. t, p. Sg. 

3. Déterminer le centre de gravité de la moitié d^une 
branche de la cycloïde qui est représentée par les équa^ 
lions 

x = a[i — cosw), 

^y z=a(»-4- sin«) (*). 

Si Ton considère la demi-branche qui commence à 
l'origine, on trouve 

Wallis, Opera^ 1. 1, p. Sao. 
(• ) yoir Secl. I, problème 7. 
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4. Déteiminer le centre de gravité (Tun arc de la 
chaînette 



•=r'G'+^ 



compris entre deux coordonnées également éloignées de 
Vorigine. 

Représentant la longueur de Tare par 25, on trouve 



— - « J? -h SY 



5. Trouver le centre de gravité de Vune des moitiés 
^métriques de l'arc qui forme une J^oucle dans la lem- 
niscate de Jacques Bernoulli, 

r*z=z a'cos29. 

Prenons le nœud pour origine, l'axe de la boucle pour 
axe des x, et nommons / la longueur du demi-arc consi- 
déré. Nous trouvons 

— a^ d^iJi — i) 

SECTION VI. 

COURBES À DOUBLE COURBURE. 

Si Ton représente par ds Télément de l'arc qui corres- 
pond aux coordonnées x^jr% «, les coordonnées x^ fj z 
du centre de gravité de la courbe seront déterminées par 
les formules 

-_Sxds^ '^fy±^ 7-/?^, 
fds' ^-^ J'ds' ^- fds' 

où les limites des intégrales sont les extrémités de Tare. 
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1 . Trout^er le centre de gratuité d*un arc dliélice. 
Prenons pour équations de la courbe 

I JL ^ 

J z =. bsivccos -» 
[ ^ 

et considérons l'arc qui commence au plan des xy^ et se 
termine au point (x^j, z). 
Nous trouvons 

- bx - b (a — x) - z 

Si Ton nomme co l'arc de cercle qui est la projection de 

l'arc d'hélice sur le plan des xy^ les formules précédentes 

donnent 

. &> 
- 7,a sm - 

y tù /= — = 2 ravon X corde 

Au reste, il est aisé de reconnaître sans calcul que, 
pour un arc moindre qu'une spire, le centre de gravité 
se trouve sur le plan perpendiculaire à l'axe qui passe au 
milieu de l'arc, et au point de ce plan qui est le centre de 
gravité de la projection de Tare. Le même raisonnement 
s^appliquera à une portion de la surface d'un, héliçoïde 
gauche comprise entre deux génératrices. 



SECTION VII. 

SURFACES DE RÉVOLUTION. 

Prenons Taxe de révolution pour axe des x, et repré- 
sentons par ds l'élément de la courbe génératrice qui 
correspond aux coordonnées jc, /•, Tabscisse du centre de 
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gravite est donnée par la formule 

Jxds 

où les intégrales s^étendent à toute la courbe génératrice. 

1. Déterminer le centre de gravite d\ine zone sphé- 
rique. 

Soient & et c les distances du centre de la sphère aux 
deux bases de la zone^ prenons Taxe des x perpendicu- 
laire à ces deux bases, et Torigine au centre de la sphère. 

L'équation de la courbe génératrice est 

on en lire 



/ x^ a 

\ r r 

et, par conséquent, 

I axdx —a(c^ — b^) 

^_ j _^ ^ ;_ 



X 



adx 



On pouvait prévoir ce résultat sans calcul» en obser- 
vant que deux zones de même hauteur ont une même 
surface. 

2. Troiwer le centre de grav^ité de la surface courbe 
d'^un cône droit. 

Soient c la longueur de Taxe et x la distance du centre 
de gravité au sommet du cône. 
On trouve 

GuLDiN, Centroharycoy lib. I, cap. x, prop. 3. 
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3. Détenniuer le centre de gra\>ité de la surface er/i- 
gendrée par la réuolution autour de Vaxe des x d'une 
moitié de Vorc de la cycloïde représentée par les équa- 
tions 

x = a (i — cosfi»), 

' jr ■=! a[^ + sinfti]. 

On trouve 

- 2 l5ir — 8 

l5 3ir — 4 

4. Trouver le centre de gravité de la surface en^ 
gandrée par la parabole j* = ^px tournant autour de 
Vaxe des x. 

Pour la portion de surface terminée au plan x = x, on 
trouve 

I (3x-'p){iix-hpy -hp^ 
x=- ^ — -, 

{^x-hpy-p' 
SECTION yiii. 

SURFACES QUELCONQUES. 

Soient x^y^ z les coordonnées d'un point quelconque 
sur la surface considérée, et 

dz dz 

Les coordonnées x^y^z du centre de gravité seront 
données par les formules 

- __ JJx sji-^p^ -Tt» dx dy 
JS^ I 4- />' -+- (p dxdy 
-^SJ yh^P^^H'dxdx ^ 

Sls/i-^p^-^q^ dxdy 
Z^ff zsli-^p'-^q^dxdx ^ 
ff^l -f-/?' -f- q^dxdf 
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où les intégrales s'étendent à toute la surface dont il 
s'agit. 

1. Considérons la surface enveloppe d'une sphère de 
rayon constant, et dont le centre décrit une courbe plane. 
Si Ton prend le plan de là courbe directrice pour plan 
des xj^ et que l'on représente cette courbe par Téquation 

Téquation de la sphère mobile sera 

on en déduit, par différentiations , 

X — JC, H- /?« =r O , J^— ç(jp,) -h^î =0, 

et si l'on élimine x^ ei(f[xx) entre ces trois dernières 
équations, il vient 



par conséquent l'ordonnée du centre de gravité de la 
demi-surface enveloppe située au-dessus du plan des o^ 
est 

Dans cette expression, le dénominateur représente l'aire 
de la surface enveloppe, et le numérateur représente la 
projection de cette aire sur le plan des xy\ d'où il suit 
que la distance du centre de grauilé de la surface au 
plan de la courbe directrice est une quatrième propor- 
tionnelle à l'aire de la surface ^ à Vaire de sa projec- 
tion sur le plan de la directrice et au rayon de la 
sphère. Cette relation subsiste évidemment lorsque la 
surface enveloppe se réduit à celle de la sphère. 
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2. Soient S l'aire d'une figure tracée à volonté sur la 
surface d'une sphère dont le rayon est r ; 

S. la projection de cette aire sur un plan diamétral ; 

z la distance de ce plan au centre de gravite de la sur- 
face S; 

d^ Télément de cette surface , 

ei a Tangle que le rayon mené du centre à cet élément 
fait avec la normale au plan. 

On a 

S 

Or 

z = rcosa et ycosai/S=:S,; 

par conséquent 

S. 

Ainsi nous pouvons énoncer la proposition suivante, 
qui permettra dans bien des cas de déterminer aisément 
le centre de gravité d'une figure sphérique : 

Soient OX, OY, OZ trois droites quelconques menées 
par le centre d^une sphère dont le rayon est r*^ S l'aire 
d'une figure tracée à volonté sur la surface de la sphère; 
Sx* S^, S, les projections de cette aire sur les plans YOZ, 

ZOX, XOY, etXyjy z les distances des mêmes plans au 
centre de gratuité de la surface S . 

On a 

je X z r 

Og Oj- Dz S 

Appliquons ce théorème à la détermination du centre 
de gravité d'un triangle spliérique. 

Nommons A, B, C les angles du triangle, «, J, c les 
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côtes opposés, et faisons coïncider les droites OX, OY, 
OZ avec les rayons OA, OB, OC. Nous avons 

S = ^ (A -f- B -h C — i8o); 
loo 

d'ailleurs la projection de cette surface sur le plan BOC 
a pour valeur 

aire BOC — aîreCOA . cosC — aire AOB . cosB 

T- — r- (a — ^cosC — ccosB) ; 
3bo ^ 

par conséquent 

- I a — 6cosC — rcosB 
^'^â'' A-f-B-f-C— i8o ' 

et de même, 

- 1 b — ccosA — «cosC 

I c — n cosB — b cos A 
^^ ô/ A -hB-hC — i8o ' 

3. Considérons la surface engendrée par la révolution 
de la chaînette 



e 



autour de Taxe des «, et concevons que celte surface se 
déplace de manière que, son axe restant toujours veriical, 
son sommet décrive une courbe dans un plan parallèle à 
celui des xy\ il en résultera une surface enveloppe dont 
nous nous proposons d étudier le centre de gravité. 
Soient 

Ji = ?(*•) 

Téquation de la courbe décrite par le sommet de la sur- 
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les dérivt 
tives à la surface enveloppe, et 



face gëuératrice, /;, q les dérivées pariicllcs ~> — rcla- 



Rz=V^(x-~rÔM-[r~ç(4r.)ï- 
L'équation de la surface mobile est 



• a 



on en Uro 

^--K i— ' ^^— ïï 1— ' 

et si Ton élimine Xt et o(Xi) entre ces trois dernières 
équations, il vient 



V^i -\-p' + 72 --1. 



a 



De là résulte une propriété curieuse de celte surface en- 
veloppe. En effet, traçons sur cette surface un contour 
quelconque^ et soit z l'ordonnée du centre de gravité de 
la portion de surface limitée par ce contour, ou aura 



- ffzda^dr 
JJzdxdy 



D'un autre côté, si Ton ropréseute par z l'ordonnée du 
centre de gravité du solide cylindrique, qui est renferme 
entre le plan des xy^ les ordonnées du contour cl la sur- 
face enveloppe, on aura 



-"'J/ïdldr"' 
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les intégrales ont ici les mêmes limites que dans Texpres- 
sion de z ^ par conséquent 



Ce que nous venons de dire subsiste évidemment lorsque 
la surface enveloppe se réduit à Tune des surfaces enve*^ 
loppées. 

C'est au professeur Giulio, de Turin, que nous devons 
les théorèmes exposés dans les n^' 1 , 2, et 3 [voir le Jour- 
nal de Mathématiques de M. Liouvîlle, t. IV, p. 386). 

4. Soient OX, OY, OZ trois axes quelconques menés 
par le centre d'une splière dont le rayon est r; 

S raire d^ une figure tracée à volonté sur la surface 
de cette sphère ^ 

S, , S^ , S, les projections de cette aire parallèles aux 
axes sur les plans YOZ, ZOX, XOY5 

OX', OY', OZ' de nouveaux axes respectii^ement per* 
pendiculaires à ces plans i 

x' y y\ z' les coordonnées du centre de grai^ité de la 
surface S par rapport à ces derniers axes. 

On a _ _ _ 

fl — Zl — ^--'' 

dx *^r ^2 ^ 

ScHBLLBAGH, Joumul dc M. CrellCi t. XLV; i853. 

La démonstration de M. Schellbach est assez compli- 
quée ; toutefois le théorème est susceptible d'une démons- 
tration simple. 

Nommons ^S un élément de la surface, x\ y\ z' ses 
coordonnées par rapport aux seconds axes, a l'angle que 
le rayon mené à cet élément fait avec la normale OX au 
plan Y'OZ', et fl l'angle des droites OX, OX'. 



STATIQUE. 3 1 

On a 

^- s 

Or la perpendiculaire abaissée de rélément dS sur le plan 
Y'OZ' est égale à rcosa, et, puisque la droite OX' fait un 
angle 9 avec cette perpendiculaire , 

, rcosa 
cosô ^ 
d'où 



/bosa ,^ 
z </S 
cose 



Projetons Félément ^S sur le plan YOZ parallèlement 
à la droite OX. Les lignes projetantes font un angle 6 
avec la normale OX' au plan de projection, et elles font 
un angle a avec le rayon qui aboutit à Félément projeté. 
Or, quand on projette une aire plane P sur un autre plan, 
si Ton nomme a l'angle que les lignes projetantes font 
avec la normale au plan de l'aire projetée et 6 Fangle 
qu'elles forment avec la normale au plan de projection, 
la projection de Taire est égale à 

rosa ^ 

rP. 

cos9 

De là il résulte que nous avons 

cos|e 
et, par conséquent, 

E — - 

Considérons, par exemple, la surface d'un triangle 
sphérique ABC dont les côtés sont a, £, c. 
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Si nous faisons coïncider les droites 0X> OY, OZ avec 
les rayons OA, OB, OC, nous aurons 

On peut remarquer que les deux trlèdres OXYZ, 
OX'Y'Z' étant supplémentaires l'un de l'autre, on a égale- 
ment, en faisant usage de notations symétriques pour les 
deux systèmes d*axes, 

.r _ ^ _ z r 

5. Délenniner le centre de grav^ité de la surjacc du 
cône 

qui est comprise entre les plans a:=o,j' = o, z = o, 

On trouve 

- ?' - - 4 « 

6. Une droite tourne autour d^un point fixe O en 
s appuyant sur une courbe S dont on connaît le centre 
de gravité G ; trouv^er le centre de gravité de la surface 
conique terminée au point fixe et à la courbe. 

Le point cherché est sur la droite OG aux deux tiers 
de sa longueur. 

SECTION IX. 

CORPS HÉTÉROGÈIIES. 

Lorsque dans un corps la densité varie d'un point à un 
autre, on détermine le centre de gravité de ce corps par 
des formules qui diflèrent de celles que nous avons em- 
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ployëes dans les sections précédentes par la seule addi- 
tion, sous les signes /, de la densité p exprimée en fonc- 
tion des coordonnées. 

!• Déferminer le centre de gratuite de la surface d^un 
hémisphère^ lorsque la densité de chaque point de cette 
surface est proportionnelle à sa distance de la base. 

On peut considérer la demi-spbère comme engendrée 
par ]a révolution d'un quart de la circonférence 

j?» -f- /* = «* 

autour de l'axe des x \ dès lors, si l'on représente par ds 
l'élément de l'arc du cercle, et que l'on décompose la 
demi-spbère en zones infiniment étroites et parallèles à 

la base, on a 

fuTtpxjrds f^xyds 

■^"" fiit^jrds ^ J'^Yds ' 

et, puisque p est proportionnelle à x, 

Jxyds ' 
d'ailleurs, 



dsz=z.\^l iH dxz=z - dx^ 



donc 

■ a 

X'dx 



1 

^dx 



£'' 



2. Déterminer le centre de gravité d'une droite ma^ 
térieUcy dont la densité varie comme la n**"^ puissance 
de la distance à un point fixe pris sur le prolongement 
de cette droite. 

1* 3« £dit. 3 



34 MÉGAHIQUE RATIO»» ELLE. 

Soient a, b^ x les distances de ce point fixe aux extré- 
mités de la droite et à son centre de gravité. 
Od trouve 

* n -ha ô"+« — a»+» ' 

3. Déterminer le centre de gravité de la surface d'un 
quart de cercle ok la densité est proportionnelle à la 
n"*' puissance de la distance au centre. 

Si Ton prend les rayons extrêmes pour axes coordon- 
nés, et que Ton représente par a le rayon du cercle, on 
trouve 

- - /l -h 2 2fl 



SECTION X. 

COMPOSITION DES FORCES PARALLÈLES. — CEKTRE DES FORCES 

PARALLÈLES. CENTRE DE GRAVITÉ DES POLYGONES ET 

DES POLYÈDRES. 

Lorsque des forces parallèles en nombre quelconque 
sollicitent les différents points d'un système solide, elles 
peuvent, en général, se réduire à une résultante unique 
dont la direction passe toujours par un même point du 
système, quelle que soit leur direction. Ce point unique 
est le centre des forces parallèles. 

Soient P Tune quelconque des forces parallèles, x^jj 
z les coordonnées de son point d'application, x, y^ z 
celles du centre des forces parallèles, R la résultante et £ 
un signe sommatoire qui s'étend à toutes les forces con- 
sidérées. 

On a 

R = 2P, -=-^, ^=1?-' ^=iF- 
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Ces formules ont été données pour la première fois par 
Varignon dans les Mémoires de V Académie des Sciences 
de Paris pour l'année 1714. Elles cessent d'être appli- 
cables lorsque 2P = o ^ car alors les forces parallèles ne 
peuvent se réduire à une résultante unique, elles se com- 
posent en un couple. 

1 . Aux sommets d* un triangle rigide sont appliquées 
trois forces parallèles y et proportionnelles aux côtés op^ 
posés. Déterminer le centre des forces parallèles. 

Soient a, &, c les côtés, Â, B, C les sommets opposés, 
fia, libj [JLC les forces qui leur sont appliquées^ prenons 
AB pour axe des x, AC pour axe des y. 

Il vient 

— b .ue bc — — 

xz=z • = , et r = jr. 

Si l'on nomme r la longueur de la perpendiculaire 

abaissée du centre des forces parallèles sur le côté AB, 

on a 

- ^ cbcosk surface du tnaii(;le 

r = r cos A = 7 = 2 -r-. — ; 2—» 

tf -f- fi -h c périmètre 

c'est la longueur du rayon du cercle inscrit au triangle 
ABC. Le centre des forces parallèles coïncide donc avec le 
centre du cercle inscrit. 

Il est facile d'arriver sans calcul a la même conclusion. 
En effet, on aura la résultante des trois forces en compo- 
sant d'abord entre elles les forces fx& et fzc, puis la résul- 
tante partielle obtenue avec la force i^a ; or, cette résul- 
tante partielle a son point d'application au point qui 
divise le côté BC en parties proportionnelles aux côtés 
adjacents. Ce point appartient à la bissectrice de l'angle A9 
donc la résultante totale des trois forces fza, |ui&, [uc a son 
point d'application sur la bissectrice de l'angle A. Ce point 

3. 
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est par la même raison sur la bissectrice de Tangle B ; il 
s^ensuit qu il coïncide avec le centre du cercle inscrit. 

2. Démontrer que le centre de la sphère inscrite à un 
tétraèdre est aussi le centre commun de grax^ité de quatre 
masses proportionnelles aux aires des faces du tétraèdre 
et placées respectivement aux sommets opposés. 

Jnnales de Gergonne^ t. XVII, p. 33 1 ; 1827. 

Cette proposition se démontre comme celle qui fait 
Tobjet du numéro précédent. 

Soient ABCD le tétraèdre, «, i, c, d les aires des faces 
opposées aux sommets de même nom. 

Les forces ^& et fxc, appliquées aux sommets B et C, 
donnent une résultante appliquée au point qui divise 
Varôte BC en segments proportionnels aux faces c et & 

de Taugle dièdre opposé BADC. 
Or, ce point, nous allons le voir, 
appartient au plan bissecteur du 
dièdre BÂDC. S'il en est ainsi, 
la résultante totale, que Ton ob- 
tiendra en composant la résul- 
tante partielle déjà obtenue avec 
les forces fza et pirf, aura évi- 
demment son point d^applica- 
tion sur le plan bissecteur du 
dièdre BADC. Ce point doit se 
trouver par la même raison sur 
les plans bissecteurs des autres 
dièdres; donc il coïncide avec le centre de la sphère in- 
scrite. 

Il reste à prouver que le plan bissecteur de Tangle 
dièdre BADC partage Tarète opposée BC en deux seg- 
ments BI et CI, proportionnels aux faces adjacentes BAD 
et CAD de Tangle dièdre. 
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Pour cela, considérons le tétraèdre en projection sur 
an plan BD'C mené par le sommet B perpendiculaire- 
ment à l'arête AD. Soient C la projection de C, D'IMa 
trace du plan bissecteur sur le plan de projection. Celte 
trace partage BC^ au point I' en deux segments propor- 
tionnels à BD' et C D'. Ce même plan bissecteur coupe le 

plan projetant de BC suivant une droite l'I parallèle 

RI un' 
k ce II s'ensuit que r- = -7—, -, mais BD' est la hauteur 

du triangle BAD, et CD' est égal h la hauteur du triangle 
de même base CAD; donc 

' BI _ tr. BAD 
ÇI"^ ir. CAD* 

3. u4ux tmis sommets B, C, D d'un tétraèdre ABCD 
sont appliquées trois forces parallèles P, Q, R. Déter- 
miner la distance de leur centre au sommet A. 

Soient r cette distance et AB = £, AC = c, AD = d. 
On a 

r»(P H- Q -f- R)»=r P»^» -^ Q»c» -h R»rf^ -+- sPQôrcos (BAC) 

-4- 2QRc^co5(CAD) -+• 2RPrf^co8(DAB). 

4. A trois points fixes, qui ont pour coordonnées a y i; 
a\ h'\ a" y V, sont appliquées trois forces parallèles /?, p', 
p" 5 les deux premières forces sont constantes, et la troi- 
sième variable. Déterminer le lieu du centre des forces 
parallèles. 

Ce lieu est la droite représentée par l'équation 

[ap + a'p') 6" + [(«" - a)p + [a" - a')p-]x ' 
= [bp -t- b'p') a" + [(A" — b)p-\-[b''— b')p']x. 

5. n forces parallèles et constantes sont appliquées à 
n points; n — \ de ces points restent fixes, pendant que 
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le dernier décrit une courbe. Montrer que le centre des 
forces parallèles décrit une courbe semblable et sembla-' 
blement placée» 

Considérons en particulier deux corps dont Tun reste 
fixe, tandis que le centre de gravité de l'autre décrit un 
cercle d'un mouvement uniforme. 

Soient P le poids du corps fixe, G son centre de gra- 
vité, P' et G' le poids et le centre de gravité du corps 
mobile, a la disUnce du point fixe G au centre O du 
cercle décrit par G'. 

Le centre de gravité G de Tensemble des deux corps dé- 
crit d'un mouvement uniforme un cercle dont le centre O' 
est sur la droite GQ, à une distance du premier point 

P' 
égale à p-j7p7 «• 

Supposons que le corps P soit une forte aiguille, et P' 
un petit poids qui tourne dans un plan vertical par YeSet 
d'un mouvement d'horlogerie fixé à Taiguille. Si nous 
suspendons le système par un axe horizontal passant au 
point O', le centre de gravité G devra se trouver constam- 
ment au-dessous de ce point sur la même verticale; et, 
par suite, l'aiguille tournera autour de O' d'un mouve- 
ment uniforme. Elle pourra marquer les heures. 

Cette petite machine a été construite : on la nomme 
Vhorloge magique, parce que l'aiguille revient d'elle- 
même sur l'heure quand on l'en a écartée. 

6. Les centres de grav^ité de l'aire et du contour d*un 
polygone circonscrit à une circonférence sont toujours 
situés sur une droite qui passe par le centre de cette cir^ 
conférence^ leurs distances au centre de la circonférence 
inscrite sont entre elles dans le rapport de 2 à 3. 

En effet, décomposons le polygone en triangles ayant 
leur sommet commun au centre du cercle inscrit* Pla- 
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çons ensuite aux trois sommets de chaque triangle des 
masses sphëriques égales, ayant leurs centres aux sommets 
et proportionnelles aux aires des triangles, c'est-à-dire à 
leurs bases. Le centre de gravité du contour sera celui des 
poids placés aux sommets du polygone. Admettons que 
tous ces poids soient réunis en une seule masse à leur 
centre de gravité. Alors le centre de gravité de Taire s'ob- 
tiendra en composant cette masse avec celle qui se trouve 
au centre du cercle et qui est moitié moindre -, il sera 
donc situé sur la droite qui réunit le centre du cercle au 
centre de gravité du contour, et sa distance au premier 
point sera double de sa distance au second, ce qui démontre 
le théorème. 

Cette proposition a lieu pour un triangle quelconque ; 
elle s'appliquerait aussi à un polygone gauche dont les 
côtés seraient tangents, à une sphère. Seulement il fau- 
drait, dans ce cas, remplacer Taire polygonale par la 
somme des aires triangulaires qui ont leur sommet com- 
mun au centre de la sphère et qui ont pour bases les côtés 
du polygone circonscrit. 

Brassine, Journal àe M. Liouville, t. VIII; i843. 

7. Le centre de graifité d'un polyèdre circonscrit à 
une sphère est situé sur la droite gui joint le centre de 
gratuité de la surface de ce polyèdre avec le centre de la 
sphère inscrite. 

Les distances du centre de grai^ité du polyèdre et du 
centre de gravité de sa surface au centre de la sphère 
inscrite sont entre elles dans le rapport, de 3^4- 

Ces propositions sont vraies pour une pyramide trian- 
gulaire quelconque. Elles se démontrent comme celles 
qui précèdent, seulement les triangles sont remplacés par 
des pyramides triangulaires ayant leur sommet commua 
au centre de la sphère inscrite. 
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Ce mode de démonstration s'applique avec avantage à 
la plupart des propositions connues sur les centres de gra- 
vité des polygones et des polyèdres. 

BftASsnrE, Journal de M. Liouville, t. VIII; i843. 

8. Démontrer que si trois hommes soutiennent par les 
trois sommets une plaque triangulaire, homogène et d'é- 
gale épaisseur, chacun d'eux porte im poids égal. 

9. Quatre hommes ont à porter une plaque triangu- 
laire, homogène et d'égale épaisseur. Deux d 'entre eux 
la prennent chacun par un sommet. A quels points du 
bord doii^ent la saisir Ifis deux autres, afin que le poids 
soit également réparti entre les quatre porteurs ? 

On démontre aisément que les points cherchés sont 
situés sur les côlés qui aboutissent au sommet libre, à 
une dislance de celui-ci égale au tiers du côté. 

10. Trois honjmes ont à transporter une plaque ho- 
mogène, d'égale épaisseur, formant un parallélo» 
gramme. L'un d^eux saisit la plaque par un sommet. 
On demande à quels points du contour les deux autres 
porteurs doix^ent la saisir^ afin que le poids soit égale» 
ment réparti entre eux tous. 

Ils doivent prendre la plaque au milieu des côtés du 
parallélogramme non adjacents au premier sommet. 

H, Les côtés d*un triangle ABC sont divisés en seg» 
ments proportionnels par les points D, E, F ; c'est-à-dire 

que Von a 

BD CE _ AF 
DC ~ EA """ FB ' 

Montrer que le centre de gratuité de Vaire du triangle 
DEF coïncide avec celui de Vaire du premier triangle* 
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DÉxoifSTRÀTJOir. -^ On sait que le centre de gravité 
de Taire d'un triangle coïncide avec celui de trois poids 
égaux placés aux sommets. 

Plaçons aux extrémités de chaque côté du triangle ABC 
deux poids proportionnels aux segments adjacents, et 
dont la somme soit égale à P. Chaque sommet portera le 
même poids P. Or, les deux poids appliqués à Tun quel- 
conque des côtés, BC, ont pour résultante un poids P ap- 
pliqué en D. Donc trois poids P, appliqués aux sommets 
du premier triangle, ont même résultante que trois poids 
égaux appliqués aux sommets du second triangle; il s'en- 
suit que les deux aires triangulaires ont même centre de 
gravité. 

On peut en conclure que les médianes des deux trian- 
gles se coupent au même point. 

12. Un jeu de cartes est placé sur la table. On aisance 
la carte de dessus dans le sens de sa longueur, aussi loin 
quelle peut se tenir horizontale. Sans déranger la posi- 
tion de cette première cane sur la seconde, on avance 
celle-ci, autant que possible. Sans déranger les positions 
relatives des trois premières cartes, on avance pareille- 
ment la troisième ^ et ainsi de suite, jusqu^à la carte de 
dessous qui reste immobile. 

On demande de déterminer les distances dont les 
cartes successives avancent l'une sur T autre. 

Les dislances cherchées sont les produits de la demi- 
longueur d'une carte par les termes successifs de la pro- 
gression harmonique 

III II 

2 i 4 /< /l -h I 

La courbe qui passe par les extrémités des cartes est une 
logarithmique. 
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SECTION XL 

THÉOBÈHB DE GULDIK. 

Lorsqu'une aire plane tourne autour d'un axe extérieur 
situé dans son plan, le yolume du solide engendré est égal 
à celui du prisme qui aurait pour base Taire génératrice, 
et pour hauteur la longueur de Tare de cercle parcouru 
par le centre de gravité de Taire. 

Lorsqu'une courbe plane tourne autour d'un axe exté- 
rieur situé dans son plan, Taire de la surface engendrée 
est égale à celle du rectangle dont les côtés seraient égaux 
en longueur à la courbe génératrice et à Tare du cercle 
parcouru par le centre de gravité de la courbe. 

Il est clair que la 6gure mobile doit être située tout 
entière d'un même côté de Taxe de rotation. 

Ces deux propositions furent d'abord énoncées par Pap- 
pus, géomètre d'Alexandrie, dans la préface du livre YII^ 
de ses Collections mathématiques (*) \ toutefois on les 
nomme ordinairement théorèmes de Guldin, parce que 
ce savant jésuite les a démontrées et signalées à Tattention 
des géomètres par des applications élégantes, dans son 
Traité De centro gravitatis, lib. II et III (i635.) 

\ . Vaire comprise entre une parabole y Vaxe de cette 
courbe et une ordonnée perpendiculaire exécute une 
réifolution complète autour de V ordonnée. Déterminer 
le "volume du solide engendré. 

Soient j Tordonnée, x sa dislance au sommet, x la 
distance de cette même ordonnée au centre de gravité de 
Taire. 



(*) Cet ouvrage fut publié pour la première fois dans l'année i58S. 
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Le volume cherché est 

V = 27rjcX aire» 
Or, X = -sx^ et l'aîrc est égale k-^xyi par conséquent 

On peut observer que le volume du cylindre engendré 
par la révolution du rectangle construit sur rordonnéejr 
et r abscisse x tournant autour de la même ordonnée, est 
égal à 

2V- X.XJTf ou ItX^JTf ou -Q- V. 

Ce problème fut proposé par Kepler dans sa Stéréomé^ 
tricy et résolu par Guldin, De centra grauitatis, lîb. Il, 
cap. XII, prop. 6. 

2. Déterminer le centre de grainté d'*un arc de cercle. 

Faisons tourner l'arc de cercle autour d'un diamètre 
parallèle à sa corde. Il engendre une zone sphérique dont 
la surface est égale au produit de 27r par le rayon et par 
la corde. Or, d'après le théorème de Guldin, cette même 
surface est égale au produit de Tare et de la circonférence 
décrite par le centre de gravité de Tare. 

Soit X la distance de ce centre de gravité au diamètre. 

Nous avons 

27r X rayon X corde = arc X 27ra:; 

d'où 

- rayon X corde 

X = — • 

arc 

3. Le théorème de Guldin subsiste quelque petit que 
soit Tangle décrit par la figure mobile dans sa rotation 
autour d'une droite tracée dans son plan. Il s'ensuit que 
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si Ton imagine un plan qui roule sans glisser sur une sur- 
face développable^ une aire tracée dans ce plan engendre 
dans ce mouvement un volume égal au produit de cette 
aire par la longueur du chemin que décrit son centre de 
gravité. De même, une ligne tracée sur le plan engendre 
une surface égale au produit de la longueur de cette ligne 
par la longueur du cliemin que parcourt son centre de 
gravité. 

On suppose que la figure tracée dans le plan mobile 
reste toujours d'un même côté par rapport à la droite 
mobile de contact entre le plan et la surface dévclop- 
pable. 

Exemple. — Un plan roule sans glisser sur un cy-- 
lindre circulaire. Calculer le ^volume et la surface du 
solide qu engendre un cercle tracé sur le plan. 

Soient a le rayon du cercle, r le rayon du cylindre, 
b la distance initiale du centre du cercle à la génératrice 
de contact, o) Tangle décrit par le plan, ou, si Ton veut, 
Tangle décrit par un plan mobile qui passerait constam- 
ment par l'axe du cylindre et par la génératrice de con- 
tact. 

La distance du centre du cercle à la génératrice de 
contact est 1 4- rw, la longueur de l'arc de développante 
de cercle décrit par ce centre est donc 

I (^ -f- rw)rfw n= « ( ^ H — rwj. 

Il s'ensuit que le volume du solide engendré est 

irû'û) 16 H r» U 

et sa surface courbe 

27rfl» ( 6 H rw )• 

\ 2 / 
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4. Déterminer le volume et la surface de Vanneau 
engendré par la résolution d*un cercle autour d^un axe 
extérieur situé dans le même plan. 

Si Ton représente par a le rayon du cercle et par b la 
distance de son centre à Taxe, on trouve que le volume 
est 2 7r*a*i, et la surface 47r'fli. 

5. Déterminer le volume du solide engendré par la 
demi-révolution d'une ellipse autour d^un axe extérieur 
situé dans son plan. 

Soient ^a^ ^b les axes de Tellipse, et c la distance de 
son centre à Taxe de révolution. Le volume cherché est 
égal à i:*abc. 

6. Déterminer le volume engendré par l'aire com- 
prise entre une parabole, l'axe de cette courbe et une 
ordonnée perpendiculaire, lorsque cette aire tourne d'un 
angle 6 autour de la tangente au sommet. 

Si l'on nomme y l'ordonnée et x sa distance au som- 
met, on trouve que le volume cherché est égal à - Ox^j, 

o 

7. Déterminer le volume et la surface du solide en- 
gendré par la réi^olution d'un arc entier de cycloïde 
autour de sa base. 

Soir a le rayon du cercle générateur de là cycloïde. 
On trouve que le volume est Stt^û', et la surface 

-jr.a. 

8. Déterminer le volume et la surface du solide en- 
gendré par la réi^olution de la moitié d'un arc de cy- 
cloïde autour de l'axe de cette courbe. 

Si Ton nomme a le rayon du cercle générateur de la 
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cycloïde, on trouve que le volume est Tra* f ^ H j> et 

la surface Sttû* ( tt — ~ V 

9. Déterminer le volume du solide engendré par la 
rév^olution d^un triangle rectangle autour de son hypo- 
ténuse. 

Si les côtes de l'angle droit sont a et &, le volume 
cherché est 
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CHAPITRE IL 

ÉQUIUfiBE DUN POINT MATÉRIEL. 



Soient P Tune quelconc^ue des forces qui sollicitent un 
point matériel M ; a, 6, y les angles que forme la direc- 
tion de cette force avec trois droites qui ne sont pas pa- 
rallèles à un même plan, et S un signe sommatoire qui 
s'étend à toutes les forces P. 

Pour que le point M reste en équilibre, il faut et 11 
suffit que la somme des projections des forces sur chacune 
des droites fixes soit nulle, c'est-à-dire que Ton doit 
avoir 

2Pcosa = o, 2Pco$p = o, 2Pcos7 = o. 

Stevin, de Bruges [*), énonça le premier les conditioiis 
d'équilibre d'un point matériel. Après avoir examiné la 
condition d'équilibre d'un point pesant posé sur un plan 
incliné et retenu par une force parallèle à ce plan, il en 
conclut que, généralement, pour que trois forces se fas- 
sent équilibre autour d'un point, il faut et il suffit qu'elles 
soient proportionnelles aux câtés d'un triangle formé par 
des parallèles à leurs directions. Un principe aussi impor- 
tant demandait une démonstration rigoureuse; Rober- 
val (**) la donna en s'aidant de la considération du levier. 

Le théorème du parallélogramme des forces n'est qu'une 
'simple modification du principe de Stevin ; toutefois, il 
ne fut énoncé qu'un siècle plus tard par Newton (♦♦*) et 

{*) BiGHiimuiv DBR Waagbkorit; i586. I^' livre de la Statique, prop. ig. 
(**) Traité de Uécaniquei i636. 
(•♦*) Prineipia, lex III, cor.aj 1687. 
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Varignon (*) qui le découvrirent presque simultanément. 
Daniel Bernoulli (**) fut le premier qui démontra ce 
théorème comme principe de Statique et sans employer 
la considération du mouvement. Depuis cette époque, le 
théorème du parallélogramme des forces a été démontré 
de bien des manières ; Jacobi (***) en a recueilli dix-huit 
démonstrations de différents auteurs. 

Ajoutons encore que la même année où Newton et Va- 
rignon énoncèrent la loi du parallélogramme des forces, 
Lami (****) publia la proposition suivante, qui n'est, 
pour ainsi dire, qu'un nouvel énoncé de celle du parallé- 
logramme : Lorsqiiun point matériel reste en équilibre 
sous V action de trois forces P, Q, R, o/i a 

P:Q:R::sin(Q, R):sin(R, P):sin{P, Q). 

SECTION I. 

ÉQUILIBRE SANS FROTTEMENT. — ÀTTRÀCTIOir. 

\ . Un fil ACBQ, parfaitementjlexibley est attaché en 

Fig. 3. un point fixe par l'une de ses extrémités A, 

, ^ ^ pawe dans un anneau B situé à la même 

hauteur que le point A, et supporte un 

poids Q par son autre extrémité. En un 

point C de la partie du fil qui est comprise 

p, entre A et B, on fixe un poids P tel, que, 

ft lorsque le système est en équilibre, le 

point C se trouve à égale distance des verticales menées 

par A et B. Déterminer le rapport des poids P et Q. 




( * ) Projet de la nouvelle Mécanique ; 1 687. 
(**) Comment, Petrop., t. I, p. ia6; 1726. " 

("**) Wbewell'b Philosophjr of the inductive sciences, 1. 1, p. 197. 
(»***) Nouvelle manière de démontrer les principaux théorèmes des élé- 
ments de Mécanique, 
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On néglige le poids du fil et le frottement sur Van- 
neau. 

Soit CD une perpendiculaire abaissée du point C sur 
la droite AB; posons 

kB — Oy AC--Ô, ACDr=0, 

et nommons T la tension du fil AC. 

B est clair que la tension du fil BC est égale à Q, et, 
puisque D est à égale distance de A et de B, on a 

Ceci posé, projetons les trois forces P, Q, T, qui solli- 
citent le point C, successivement sur une ligne horizon- 
tale et sur une ligne verticale-, il vient 



d'ailleurs 



Tsinô — QsinO, 


(T-+-Q)cos9 = P; 


- — ô sin ô. 
1 


1 9 entre ces trois c 


P ^^h^-^a^ 


Q~ b 



2. Un point matériel M, posé sur la surface d 'un el- 
lipsoïde de révolution, est attiré vers les foyers F, F' par 

deux forces proportionnelles à MF et MF' . Déter- 
miner la position d'équilibre. 

On néglige le frottement du point matériel sw la sur- 
face. 

Soient a a l'axe de révolution, et r, r' les distances du 
point matériel aux foyers. 

L 3* ÉDIT. 4 
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Si nous considérons la section faite dans la surface par 
le plan qui contient les foyers et le point matériel, et que 
nous projetions les deux forces sur la tangente en ce 
point à Tellipse desection, en observant que cette tan- 
gente est également inclinée sur les deux rayons vecteurs, 
nous aurons la condition d'équilibre 

qui, avec la relation 

r-f-r'— I 2fl, 
détermine les dislances r, r'. 

3. Un fil ACB inextensible et sans poids, de longueur 

donnée, est attaché par 
** ^ ses extrémités à deux 

points fixes A, B. Un 
autre fil inextensible et 
sans poids est attaché 
au point B, pa^se dans 
un très-petit anneau pe- 
sant C, qui est lui-même 
enfilé dans le premier 
fil ACB, et porte à son 
extrémité inférieure un 
poids P. 

Déterminer la position d'équilibre d* un tel système. 

Soient A, B, C les angles et a, £, c les côtés du triangle 
ABC, 'kp son périmètre, a Fangle que fait AB au-dessus 
de rhorizonlale, |i le poids de Panneau C. 

D'après les formules bien connues qui donnent les 
angles d'un triangle en fonction de ses côtés, on a 




(0 



A B p — c 

tang — tang - = ^ • 
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Ponr exprimer que les forces appliquées au point C se 
font équilibre, il suffit d'écrire que leurs projections ho- 
rizontales et verticales se détruisent séparément. Il vient, 
en nommant i la tension du fil ACB, 



(P-f-r)cos(a-f-B) =/cos(A — a) 



et 



(P -f-r)sin(a-hB) -f- /sin(A — a) = P -h f*. 

De la première de ces équations on tire la valeur de t^ 
on la reporte dans la seconde-, alors cette dernière, en 
ayant égard à la relation (i), peut se mettre sous la forme 

Pc — {-ip — r) (P -h fi) sin a 
y»(P H- pijcosa 

A B 

On connaît le produit et la différence de tang — et tang -» 

on sait trouver ces quantités à Taide d*une équation du 
deuxième degré. 

Quand on néglige le poids [l de Panneau, on trouve 



tang - — tang -- 



A p 

tang-r-/- 



c I + siD a 



B 

tang- 



P « 

I — sîn a 
cosa 



4. Toutes les molécules d*une denii-'sphere solide et 
Fig. 5. homogène sont douées d^un pouuoïr at-^ 

tractif en raison inverse du carré de la 
distance. En quel lieu de Vaxe de ce corps 
faut-il placer un point matériel pour qu'il 
reste en équilibre sous P action des forces 
attractives P 

Soient CA Taxe de la demi-sphère, 
DCD' un diamètre de la base, O la posi- 
tion cherchée du point matériel, DAD' Tiiitersection de 
la surface de la demi-sphère par le plan des droites CA, 

4. 
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DCD'; traçons la droite BOB' perpendiculaire à CA. 
D'un point M pris sur l'arc BA abaissons la perpendicu- 
laire MP sur Taxe, et d'un point m pris sur l'arc BD 
abaissons de même la perpendiculaire mp. Posons 

OP~r, MPl— /, 0/7f--r', Op^x\ mp=y'', 

nommons {x l'attraction de l'unité de masse à l'unité de 
distance, et p la densité de la sphère. 

Ceci posé, l'attraction exercée sur le point O par une 
trancbe MPM' perpendiculaire à l'axe et d'épaisseur dx 
est dirigée suivant OA, et a pour expression 

Zis^pdx j j =:i2i:upxdj: j — i -=--i — df 



aïTfxp 



Hh 



par conséquent, l'attraction X du segment de sphère 
OBAB' est dirigée suivant OA, et est égale i 

De même, l'attraction X' de la tranche CDBOB'D' est di- 
rigée suivant OQ et a pour valeur 

Or la Géométrie nous donne la relation 

/•a — dt«4- (/i -f- ar -h c) (flr — .r — c) =: A* — 2f.r, 

d'où l'on tire 

cdx z=. — rdty 
ou 

xdx __ _ b*—r' 

r 2c' 
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par coDsëqnent, 

Oa trouve pareillement 



2ir» 



dr\ 



oa, ce qui est la même chose, 

La condition d'équilibre 

X=X' 

peut donc s'écrire 

Éliminant b et b' par les relations 

6» == fl» — c' et b'^ = fl' -h c% 
il vient d*abord 

puis, en élevant au carré, 

I2C* — 8a*tf H- Za* = G. 
Cette équation détermine c. Elle n'a que deux racines 
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réelles, toutes deux positives. L'une d^elles est 4 peu près 

égale à -a. Cette racine est étrangère au problème, elle 

a été introduite en élevant au carré Téquation (i) ^ car si 
on la reporte dans cette équation, elle ne la vérifie qu^à 
la condition qu^on prendra le radical , c*est*-à*dire b\ 
avec le signe — . L'autre racine est approximativement 

3 

c = " a; 

1 
c'est elle qui résout le problème. 

Diarian ReposUory, p. 629. 

5. La plus grande attraction qu'une masse homo- 
gène de figure quelconque puisse exercer, suivant la loi 
de la grqpitation unii^erselle, sur un point placé comme 
Von voudra j est à V attraction que la même masse^ ré- 
duite en sphère homogène et de même volume^ exerce- 
rait sur un point placé à sa surface, dans le rapport 
deZà IjUS. 

Le corps de plus grande attraction, sous une masse et 
un volume donnés, jouit de cette propriété, que les molé- 
cules situées à sa surface exercent des attractions égales 
suivant la direction de la résultante. En eflet, considérons 
un corps bomogène dont toutes les molécules situées à la 
surface exercent des attractions %ales. Si nous déplaçons 
une de ses molécules, ce ne peut être qu'une molécule de 
la surface, autrement nous cbangerions la densité; et cette 
molécule ne peut être placée qu'à l'extérieur. Or je dis 
que toute molécule située à l'extérieur attire moins qu'une 
molécule placée sur la surface primitive. 

Prenons le point attiré pour origine de coordonnées 
polaires, dont l'axe coïncidera avec la direction de Fat- 
traction résultante, et nommons A une constante. La sur- 
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face d'égale attraclioa aura son équation de la forme 

et il est clair que pour tout point extérieur on aura 

COS0 I 

c'est-à-dire que l'attraction sera moindre que pour un 
point de la surface. 

De là il résulte que nous pouvons prendre l'équa- 
tion (C) pour représenter la surface du corps de plus 
grande attraction, sous une masse et un volume donnés. 
Nous supposerons la densité du corps égale à Tunité, et 
nous prendrons pour unité de force l'attraction de l'unité 
de masse à l'unité de distance. 

D'après cela, le volume du corps est 



2ir 



ri I r^smBd9dr=z-ir j r^siuOdB 
Jo Jo ^ a/o 



=r i ir A» / ces* BsinBdBziz^ ir A», 
et l'attraction qu'il exerce a pour valeur 



3r 



/ i sinOcosOi/0^r= 2nA f cos'OsinOrfO = girA. 



2ir 

/o «/o 



Le rayon R de la sphère, qui a même volume et même 
masse, doit vérifier Téquation 



d'où 



R=A, 
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On en conclut que l'attraction de cette sphère snr un 
point placé à sa surface est égale à 

par conséquent, le rapport de Tattraction du premier 
corps à celle de la sphère a pour expression 

4 

5""^ 3 

Ce rapport difi%re peu de Tunité. Il s'ensuit que Tat- 
tractiou newtonienne ne suffit pas pour expliquer Tadhé- 
rence des molécules dans un corps solide. Il faut nécessai- 
rement admettre des forces moléculaires qui agissent avec 
une intensité beaucoup plus grande a de petites dis- 
tances. , 

Le solide qui a égalité de volume exerce la plus grande 
attraction sur un point matériel est k peu près semblable 
à un œuf, dont le sommet le plus allongé serait au point 
attiré. La longueur de Taxe étant A, la plus grande or- 
donnée de la courbe méridienne est 



son abscisse ou sa distance au sommet est 



r'^\/l 



^1 

Marquis de Saint- Jacques, Mémoires des Savants 
étrangers^ t. I, p. lyS; i^So. 

Gauss, Principia generalia îheoriœ figurœ fiaidorum 
in statu œquilibrii; Gœttingue, i83o. 
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6. Démontrer la proposition suivante : 

«Si Von admet que l'attraction de la matière ne dépend 
p. g (jue de la distance j la seule loi 

d^ attraction , suivant laquelle 
une couche sphérique homo" 
gène n'exerce aucune action 
sur un point intérieur^ est celle 
de l'attraction en raison in- 
verse du carré de la distance; 
mais si Von suppose que V at- 
traction dépend à la fois de la 
distance et du rayon de la couche sphérique, il est une 
infinité de lois diaprés lesquelles la couche n'exerce 
aucune action sur le point intérieur. 

Soient r le rayon intérieur de la couche; 

dr Tépaisseur infiniment petite de cette couche; 

a la distance d'un élément E de cette couche au point 
atûré M; 

c la distance du centre O au point M; 

Tangle que le rayon OE fait avec la direction OM; 

(f Tangle que la droite ME fait avec la même direction; 

et /* (u, r) l'attraction de Tunité de volume située sur 
la couche à la distance u du point attiré. 

La direction de Tattraction résultante coïncide évidem- 
ment avec la droite MO, et la valeur de cette résultante 
est 



Or on 



R=: 2îr rVr 1 cosf sin 0/(119 r)</9. 



u sinO e sîn(O-hç)^ 



-» - 



î 



r siDf r smf 

diflérentiant ces équations par rapport à k, c et cf, il 
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vient 

du 

et si l'on observe que 

car r est une constante, on verra aisément que l'attraction 
résultante peut se mettre sous la forme 

K=z2itr'dr^ j [sin^ j/[u,r)du\dB. 

Nous pouvons exprimer la variable 9 en fonction de la 
variable u : ces variables sont unies parla relation 

«'nrc'-h/-' — 2crcosO; 
d'où 

sind</0 := —dum 
cr 

Posons, pour abréger, 
(0 J/{u,r)du = ¥(ii,r), 

(a) fuV(n,r)dtt=zF(n,r), 

et observons qu'aux limites 6=0, 9 = ir correspondent 
les limites u=>r — c, uzzzr-^c^ alors il vient 

(3) K:=a.rdr.±[?:^^:±^l±^P^^=^]. 

Pour que l'attraction R soit nulle, il faut que la quantité 

F(r -4- c, r) — F (r — c, r) 

c 

soit indépendante de c; nous pourrons donc poser 

F{r -h c, r) — F (r — <?, r) = Cf (r), 
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<f (r) éunt une quantité indépendante de c. On en con- 
clut, par une double différentiation relative à c, 

(4) F:{r-^c,r)-F:(r-c,r)=o. 

Maintenant, il nous faut distinguer deux hypothèses. 
Admettons d'abord que la loi deTattraction soit indépen- 
dante du rayon delà couche; alors /*(u,r) se réduit à 
f(u)j et Téquation précédente devient 

F;(r-+.r)-F;(r-c)=30. 

Ici r et c sont quelconques ; il en est de même de leur 
somme r-f- c et de leur dilFérence r — c; d'ailleurs 

par conséquent, la dérivée seconde F" (u) est indépen- 
dante de Uj et la dérivée troisième /^"' (u) est nulle. 
Or, d'après Téquation (a), on a 

F'(ii) = «F(ii), 

(5) F^{u) = F{u)-hur{u), 

et, si Ton a égard à Téquation (1), 

Ainsi la fonction /(a), qui représente la loi de l'attrac- 
tion, doit vérifier l'équation 

«/'(«) + a/(ii) = o, 

u'/' {u) -h !XU/{U) — O, 

laquelle donne, par intégration, 

u^/{u) — - coost = A, 



A-y-è-' 



c'est la loi de la nature. 
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7. Passons k la secoDde hypothèse, où Ton suppose que 
la loi de rattraction dépend du rayon de la couche. 

Dans Téquation (4)9 le rayon r ne peut être considéré 
comme une quantité arbitraire*, par conséquent, on ne 
peut se donner a volonté qu'une seule des quantités r -f- c, 
r — c. Nous prendrons 

r-hc=r«, d'où r — cmar — «. 
Alors Téquation (4) nous donne 

F: («, '•)- ^,'r-u(a'-- «, r) =Z o, 
ou, d'après la formule (5), jointe à Téquation (i), 
F(a,r)-hii/(tt,r) — F(2r— «,r) — (2r— tf)/(2r— «,r)=o. 
Différentions par rapport à u, il vient 

2/(«,'-) -♦- «/u («* O -+- 2/(2r — Uy r) 

Cette équation nous montre que la fonction /(a, r) est 
assujettie à cette seule condition, que la quantité 

2/(i«, /•)-+-«/: (11, r) 

change de signe et non de valeur, lorsque l'on y change u 
en 2r — u; cela revient à dire que la quantité dont il 
s'agit est l'ordonnée correspondante à l'abscisse u, dans 
une courbe qui a pour centre le point de l'axe des abscisses 
correspondant à u = r. 
Soit 

l'ordonnée d'une courbe qui jouit de cette propriété. On 
pourra poser 

2 «/(a, r) H- u^/l («, r) = lef (a, r) ; 
alors 
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représentera une loi d'attraction pour laquelle une cou- 
che sphérique de rayon r n'exercera aucune attraction sur 
un point intérieur. 
Prenons, par exemple, 

r = a{r — u), 

a désignant une constante. 
Nous aurons 



/•{«.'•) = «(^^- 5") 



La première partie du théorème qui précède est de 
Laplace (Mécanique céleste^ liv. II, cbap. ii) ; la seconde 
partie, relative a une loi d'attraction qui dépend du 
rayon de la couche, a été remarquée pat* M. Bertrand 
dans son Cours au Collège de France. 

8. Trouy^er toutes les lois d^ attraction qui ne dé^ 
pendent que de la distance, et suivant lesquelles une 
couche sphérique homogène attire un point extérieur 
comme si elle était tout entière condensée en son 
centre. 

Si nous conservons la notation du théorème précédent; 
l'équation (3) de ce théorème nous donne, dans le cas 
actuel, 

7.r,rdr--- — — — :^^nr^ cir/{c), 

d'où l'on tire 

/'(f -t- r) — /'(c — r) — 2rc I /{c)dc -{- Cff(r), 

(f (r) étant une quantité indépendante de c. 

Dans cette dernière équation, les dérivées secondes du 
premier membre par rapport à c et par rapport h r sont 
évidemment égales^ nous pouvons donc égaler euirc elles 
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les dérivées secondes du deuxième membre; il vient alors 

c de 2r dr^ 

Le premier membre de cette équalîon est indépendant 
de r, le second est indépendant de c^ il faut donc que 
chacun des deux membres soit une constante : nous 
nommerons celte constante 3 A ; en sorte que 

a/(c) df(c) 



c de 



3A. 



Intégrons, et nommons B une nouvelle constante; il 
viendra, en remplaçant c par m, 

. /(«).:. A«^-l. 

Telle est la forme des lois d^attraction suivant lesquelles 
une concbe sphérique attire un point extérieur comme si 
elle était condensée en son centre. On voit que, parmi les 
lois d^attraction qui jouissent de cette propriété, la loi de 
la nature est la seule d'après laquelle Tattraction soit peu 
considérable à de grandes distances. 

Làplace, Mécanique céleste^ liv. II, chap. n« 

9. Vnjiltrès-mince AOB, soutenu par ses deux extré^ 
mités y porte par V intermédiaire d'un anneau O un poids 
préciséfnent égal à la plus grande tension que le fil 
puisse supporter sans se rompre. On demande quelle 
est la limite que l'angle AOB ne peut dépasser quand 
on ouvre de plus en plus cet angle en écartant les extré- 
mités du fil. On négligera le poids du fil et celui de 
l'anneau. 

' Il est aisé de reconnaître que le fil se brisera dès que 
Tangle AOB dépassera lao degrés; car la tension du fil 
atteint sa limite quand le triangle formé par des parai- 
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lèles aux troifl forces qui sollicitent le point O devient 
équilatéral. 

iO. Un poids P est maintenu en équilibre sur un 

FÎ6.7 . plan incliné BA par V action 

p 
de trois forces égales à -^ et 

dirigées j Vune en sens con- 
traire de la pesanteur^ Vautre 
dans la direction AB, 2a troi- 
sième suisfant V horizontale 
AC. Quelle est V inclinaison 
du plan BA sur V horizon ? 

Cette inclinaison est égale à 2 arc tang-* 

W. Deux Jorces données F, F', respectiv^ement pa-- 
rallèles à la base et à la longueur d^un plan incliné, 
sollicitent alternative ement une même molécule pesante 
posée sur ce plan. Quel doit être le poids P de cette mO" 
lécule pour quelle reste en repos ? 

On trouve 

12. Deux poids P et Q sont unis par un fil PCQ e/i- 
gagé sur une poulie C ; le poids Q pend librement^ le 
poids P s^ appuie sur un plan qui fait auec l'horizon un 
angle connu a, et tout le système est en équilibre. Déter- 
miner l'angle que le fil CP forme av^ec le plan incliné et 
la pression que le point P exerce sur ce plan. 

Si l'on nomme R la pression et Tangle cherché^ on 
trouve 



Psina 

: arc cos — — — j 



R=z PcosoE 
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13. On courbe un tube très-étrok suwant une para^ 
bole dont l'axe est dirigé verticalement de bas en haut, 
et dans l 'intérieur de ce tube on place un point matériel 
qui peut glisser librement. On suppose que ce point est 
sollicité à la fois par la pesanteur et par une force 
répulsisfe émanée de l'axe de la parabole, proportion- 
nelle à la distance de cet axe, Troui^er les conditions 
de V équilibre du point. 

Soit jx rintensité de la force émanée de l'axe lorsqu'elle 
s'exerce à l'unité de distance. 

Si le paramètre de la parabole est égal à -» le point 
placé où l'on voudra dans le tube y restera en équilibre ; 
si le paramètre est différent de -9 l'équilibre est impos- 
sible. 

\ 4. JJn triangle isocèle est formé par trois lignes 
matérielles et homogènes^ qui sont douées d'un pouvoir 
attractif en raison inverse du carré delà distance. Un 
point matériel est placé en un point donné de la per- 
pendiculaire abaissée du sommet sur la base^ et reste en 
équilibre sous V action des forces émanées des côtés. 
Déterminer l'angle au sommet. 

Soient a eib les distances du point matériel au sommet 
et à la base. 

L'angle au sommet est égal à aarcsin ( t ) ' 

15. Deux droites matérielles et homogènes AB, AC 
se coupent à angle droit, et attirent inversement au 
cairé de la distance un point matériel situé au pied de 
la perpendiculaire AP abaissée de A sur BC. Déterminer 
la grandeur et la direction de la force nécessaire pour 
maintenir en équilibre le point attiré. 
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Soient 

BC=a, CA = *, AB = c, 

m la masse répartie sur l'uuité de longueur dans les 
droites matérielles, et [i Tattraction de l'unité de masse à 
Funité de distance. 

La force cherchée est égale à ^^j^^^ et fait un angle 
de 43 degrés avec chacune des deux droites AB, ÂC . 

16. Un triangle ABC est formé par trois droites ma" 
tèrielleSy homogènes et de densités différentes, qui atti" 
rent en raison inverse du carré de la distance. Déter- 
miner les conditions d* équilibre d*un point matériel 
placé dans l' intérieur du triangle. 

Soient X, jx, v les densités des côtés BC, CA, AB, et 
Pj 47, r les distances du point matériel à ces mêmes côtés. 
Les conditions d^équilibre sont 

^ = ? = -- 

Lorsque les côtés des triangles sont de même densité, le 
point matériel doit être placé au centre du cercle inscrit. 

Si du point attiré, comme centre, on construit un 
cercle tangent à la droite qui l'attire et de même nature, 
puis que l'on trace deux rayons quelconques, le seg- 
ment de la droite et Tare du cercle qui sont compris 
entre les deux rayons exercent sur le centre des attrac- 
tions égales (*), 

En cfTet, supposons que les deux rayons soient infini- 
ment voisins. Us forment sur Télément du cercle et sur 
celui de la droite qu'ils intcrccpteut deux triangles de 
même hauteur : ces deux triangles sont donc entre eux 



(*) Ce tbcorôme se trouve dans la Dynamique de Earnsliaw. 

I, 2® ÊDIT. 5 
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comme leurs bases. Si nous proavons que les mêmes 
triangles sont entre eux comme les carres des distances de 
leurs bases infiniment petites au centre du cercle, il sera 
démontré que les éléments du cercle et de la droite corn* 
pris entre les deux mêmes rayons ont des longueurs on 
des masses proportionnelles aux carrés de leurs distances 
au point attiré, et par suite qu'ils exercent sur ce point 
des attractions égales. Soient A et B nos deux triangles. 
On peut remplacer Tun d'eux A par un triangle A' sem* 
blable au triangle B, sans altérer les grands côtés et la 
surface des triangles, si ce n'est de quantités infiniment 
petites par rapport à ces quantités elles-mêmes. Or les 
triangles A' et B étant entre eux comme les carrés de 
leurs grands côtés, il en sera de même à la limite pour 
les triangles A et B; et à la limite Tun quelconque des 
grands côtés peut être pris pour la distance de la base au 
centre du cercle. 

On verra de même que, si Ton suppose l'attraction en 
raison inverse du cube de la distance, un cône intercepte 
sur une sphère qui a son centre au sommet, et sur un 
plan tangent de même épaisseur et de même matière, 
deux surfaces qui attirent également un point matériel 
placé au sommet. 

D'après cela, lorsqu'un point matériel est placé dans 
rintérieur d'un tétraèdre, dont les quatre faces sont des 
plans homogènes de même épaisseur et qui attirent en 
raison inverse du cube de la distance, les conditions d'é* 
quilibre du point sont exprimées par les relations 



X f* V p' 



dans lesquelles p, 9, r, s représentent les distances du 
point attiré aux faces du tétraèdre, et X, [i, v, p les den- 
sités de ces faces. 
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17. Toute zone sphérique, considérée comme maté" 
rielle et homogène^ telle que le plan de Vun des cercles 
de base soit à égale distance du pôle et du plan de la 
seconde base^ attirera le pôle ayec une force égale à 

p est la densité, ^ est ratlractioq de ruuité de masse à 
runilé de distance. 

18. Démontrer que V attraction dUine demi-sphère 
homogène sur le centre est égale à celle de la sphère en- 
tière sur un point de sa sur/ace. 

SECTION IL 

ÉQUILIBEE AVEC FROTTEMBHT. 

• 

Dans la Mécanique rationnelle, on considère ordinai- 
rement les corps solides comme tout à fait incompres- 
sibles et terminés par des surfaces parfaitement unies. 
Aussi, quand il s'agit d'un corps pesant qui repose pai* 
une face plane sur un plan borizontal fixe, on admet que 
toute force horizontale appliquée sur ce corps lui com- 
munique un mouvement, quelque petite que soit cette 
force. Dans la réalité, il n'en est pas ainsi : la force appli- 
quée doit dépasser une certaine limite pour produire le 
mouvement^ car les corps de la nature sont plus ou 
moins coinpressibles, et toujours terminés par des sar-^ 
faces qui présentent une multitude de petites aspérités* 
U faut donc admettre que, dans le cas d'unie force trop 
faible pour produire le mouvement^ la réaction du plan 
sur la surface en contaet ne se compose pas uniquement 
d'mie ibrce normale à la surface, mais aussi d'une force 
tangeotielle égale et contraire à la foi*ce appliquée. Cette 
réaction tangentielle est le fivttement. 

S. 
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Ce qu'il importe surtout de connaître, c'est la limite 
que la force de frottement ne peut pas dépasser dans des 
circonstances données; l'expérience seule peut déter- 
miner cette limite. Voici les résultats auxquels elle a con- 
duit. 

Considérons généralement deux corps en contact, l'un 
d'eux étant fixe. Nommons R la pression normale qui 
s'exerce entre les deux surfaces, et F la plus grande force 
que l'on puisse appliquer à l'un des deux corps sur sa sur- 
face de contact, et parallèlement à cette surface, sans lui 
communiquer de mouvement. La force F, que l'on nomme 
frottement au départ, est proportionnelle, pour deux 
substances données, à l'étendue des surfaces en contact et 
à la pression partielle qui s'exerce sur une étendue déter- 
minée de ces surfaces, si l'on suppose que la pression 
totale est également répartie sur tous les points de con- 
tact. On énonce ordinairement cette loi de la manière 
suivante : 

Pour deux substances données, le frottement au dé^ 
part est proportionnel à la pression normale, et quand 
la pj-ession est la même, il est indépendant de l'étendue 
des surfaces en contact. 

Il en résulte que^ si Ton pose 

la quantité |x sera constante pour deux mêmes substances, 
quelles que soient la pression et l'étendue des surfaces en 
contact. Celte constante /x est nommée coefficient de frot- 
tement. 

Lorsqu'un corps pesant est lancé le long d'un plan lio- 
rizontal sur lequel il s'appuie par une face plane, on ob- 
serve que la vitesse imprimée s'épuise peu à peu; tandis 
qu'elle devrait rester constamment la ménfie, si la réac- 



^1 
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lion du plan était tout entière normale. II faut donc ad- 
mettre que la surface en conlact éprouve une réaction 
tangentielle, lors même que le mouvement est élabli. 
Cette réaction est le froUàment dynamiqucy ainsi nommé 
pour le distinguer du frottement au repos ou frottement 
statique. Ces deux frçtiements se nomment encore frot- 
tements de glissement ou frottements de première 
espèce^ pour les distinguer du ^of terne ti/ de tvulement 
ou frottement de seconde espèce^ dont nous parlerons 
plus tard (*). 

Généralement, lorsque deux corps animés de vitesses 
différentes glissent l'un sur l'autre, le frottement dyna- 
mique est mesuré par une force égale et contraire à la 
force qu'il faudrait appliquer h Yun des corps sur sa sur- 
face de contact et en sens contraire de sa vitesse relative 
à la seconde surface, pour maintenir le mouvement relatif 
tel qu'il se continuerait si les deux corps n'exerçaient 
Tun contre Tautre qu'une simple réaction normale. On 
voit que le frottement dynamique est une force tangen- 
lielle qui tend à égaliser les vitesses des points en contact. 

Le frottement dynamique est soumis aux mêmes lois 
que le frottement statique au départ^ de plus, il est in^ 
dépendant de la vitesse relativ^e des surfaces en contact, 
au moins dans les cas ordinaires de la pratique. Le coef- 
ficient de frottement dynamique est toujours sensible- 
ment inférieur à celui de frottement statique entre les 
mêmes surfaces. 

C'est en vertu de celte dernière loi qu'un corps pe- 
sant, d'abord en repos sur un plan dont l'inclinaison est 
peu inférieure à celle qui ne permettrait plus à l'équi- 
libre de subsister, commence à descendre pour ne plus 



( *) Darnamique^ citap. TU, lect. it. 
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s'arrêter, dès que Ton produit dans le sysièoid tm léger 
ébranlement. 

D'après ce que nous avons dit, la composante tangen- 
tielle de la réaction totale est égale à fiR lorsque le mou- 
vement relatif est sur le point de naître et aussi lorsque le 
mouvement est établi, pourvu que dans ce cas on en- 
tende par fi le coefficient de frottement dynamique. Il en 
résulte que Tangle de la réaction totale avec la perpendi- 
culaire à la surface de contact a pour tangente le coeffi- 
cient fi. Cet angle, arctang jx, se nomme angle de frotte-' 
ment. Il est aisé de voir que dans le cas où jut représente le 
coefficient de frottement au départ entre un plan et un 
corps pesant, le corps glissera sur le plan en vertu de son 
poids, toutes les fois que Tinclinaison du plan sur Tho- 
rison sera supérieure i l'angle arctang/i, et restera en 
repos quand Tinclinaison sera moindre. 

Les lois du frottement statique ont été découvertes 
par Âmon tons (^). Camus (') et Désaguliers (*) ont re- 
marqué les premiers que le frottement dynamique est plus 
petit que le frottement au départ. L'exactitude de ces lois 
fut longtemps contestée^ par suite de l'imperfection des 
méthodes expérimentales. Les expériences de Muschen- 
broek (*), de l'abbé NoUet (»), de Coulomb {•) et de 
Ximénès C) laissaient encore des doutes; les belles expé- 
riences de M. Arthur Morin (') les ont dissipés* Aujour- 
d'hui ces lois sont universellement adoptées. 



(* ) Uémoires de V Académie des Sciences de Paris ; iGgg, p. 206. 
{* ) Traité detjorees mouvantes, 
{•) Cours de Physique. 

(*) tnirod. ad Phit, nat,, t. I, cap. ix ; 1769. — LeeL Phys, ex/»fr., 
;. I, p. 241. 
(*) Leçons de Phr*. 'xpér,i 1. 1, p. aSo) 1754. 

(*) Savants étrangers ( Acad. des Sciences de Paris), t. X, p. 1 63 ; 1785. 
(') Teoria e pratiea délie restst, de' sol, ne' loro attriii; Pisa, 1783. 
( * ) Savants étrangers'^ Académie des Sciences de Paris \ t. IV % tÛS. 



STÀTIQtIB. 71 

Les résultats suivants donneront une idée de la difTé- 
rence qui existe entre les deux coefBcients de frottement 
pour les mêmes substances. Le premier nombre se rap- 
porte au frottement statique, le second au frottement dy- 
namique : 

0,40 

0,20 

Fer sur fonte, sans enduit^ I* = I o 

( 0,10 

1. Deux points pesants P, P' s'appuient sur rleux 
Fig. 8. plans inclinés et dépolis AC, 

M AC, et sont réunis par un Jil 

A^ \ infiniment délié POP', qui s*en- 

/ 4 \ g^g^ *w w^ poulie O située 

^^^^^^^)F verticalement au-dessus du 

^^^"^ N^' sommet commun des deux 

plans. Quelle est la position des points P et P', lors- 
que le premier est sur le point de glisser dans la direc- 
lion AC? 

Soient a, a' les inclinaisons sur la verticale des plans 
AC, AC'5 e et 6' celles des portions du fil OP et OP'; T 
la tension du fil ; P et P' les poids des points désignés par 
les mêmes lettres*, (a et /ul' les coefficients de frottement 
sur les deux plans AC et AC'^ R et RMes réactions nor- 
males de ces mêmes plans. 

Projetons les forces qui sollicitent le point P, d*abord 
suivant une parallèle à CA, puis suivant une perpendi- 
culaire* Il vient 

[aR -f- Tcos( a — $ ) = Pcosa, 
R -h Tsin (s — 0) =: Psioft. 
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Sî l'on opère de la même manière relativement au 
point P', en observant que le froltemeut est dirigé sui- 
vant AC, on trouve 

f*'R' -f- P'cos'a' = Tcos(a' — G'), 
R'-f-Tsin(a'-0') = P'sma'. 

Entre les deux premières équations on élimine R, et entre 
les deux dernières on élimine R', puis entre les deux ré- 
sultats on élimine T, et il vient 

P'(co5a' 4- pt'sina') [cos{a — 0) - ^sin(a - 0)] 

=:P(cosa — f*sin«)[cos(a'— 0') -hpi'sin(a' — Ô')]; 

^ ou, si Ton pose pt = lang e, ^ = lang e', 

P'cosfa' — ff')cos{a— 0-|-s)=iz:PcO5{a-|-f)cO5(a'— 0' — £'). 

D'ailleurs, la distance OA et la longueur du cordon 
étant nommées h et a, la Géométrie donne 

/isina Asina' 



sin(a — ôj sin(a'-- 0') 

Cette équation, jointe à la précédente, détermine les an- 
gles fl, 6' et, par suite, la position des points P, P'. 

2. TJn point pesant est posé sur un plan parfaitement 
poli et incliné à P horizon d'un angle oc. On applique à 
ce point une force donnée P, et Von demande V angle z^ 
que cette force doit faire avec le plan pour maintenir le 
point en équilibre. On ne connaît pas le poids du point, 
mais si Von suppose entre le point matériel et le plan 
un coefficient de frottement égal à tang y, on connaît 
la demi-somme S et la demi- différence D du plus grand 
angle ê' et du plus petit angle i que la force P peut faire 
avec le plan sans déplacer le point. 

Considérons le plan dépoli dont le coefficient de fret- 
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tement est taDgf ; nommons R sa réaction normale et Q 
le poids du corps; supposons d'abord que la iforce P fasse 
avec le plan Tangle e. 

Projetant les forces d'abord sur une parallèle au plan, 
puis sur une perpendiculaire, on obtient 

Pcosf = R tangf -H Qsina, 
Psine 4- R = Qcosa. 

Si Ton élimine R entre ces deux équations, il viait 

sînfaH-<p) 



P = Q 



ces (e — ç) 



Quand la force P fait avec le plan Tanglc t\ le calcul est 
le même, si ce n'est que q> change de signe ; on a donc 

^C0S(8'+y) 

Ces deux dernières équations nous font connaître le poids 
Q en fonction des quantités données, car si Ton ajoute 
ces deux équations, on trouve, après quelques réductions, 

^ cosScos{D -+• ^) 

sinacosf 

Ceci posé, la condition d'équilibre sur le plan sans 
frottement est 

^ ^ sina 

remplaçant Q par sa valeur, il vient 

„ cosS ,^ , 

cosr = cosfD H- ©). 

COSïp ^ ^' 

Telle est Féquation qui détermine Tangle cherché t". 
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3. Un point pesant est placé sur une circonférence de 
cercle située dans un plan ^vertical, et sur laquelle le 
frottement est égal à la pression. Quelle est la plus 
basse'des positions ou le point peut rester immobile? 

Le rayon qui passe au point cherché fait un angle de 
45 degrés avec la verticale* 

4. La force nécessaire pour faire monter un corps le 
long d^un plan incliné est moindre ou plus grande que 
la force nécessaire à soulager directement le corps ^ sid" 
uanf que l'angle de frottement est inférieur ou supé- 

tieur à j » a étant V inclinaison du plan sur V ho- 
rizon. 
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CHAPITRE m. 

ÉQOILIBRE D*UN SEUL œRPS. 



Pour qu'un corps solide reste en équilibre sous Taction 
des forces qui le sollicitent, deux espèces de conditions 
sont nécessaires et suffisantes : 1^ les trois sommes des 
projections de toutes les forces sur trois droites, qui ne 
sont point parallèles k un même plan, doivent être sépa- 
rément nulles ^ a" les trois sommes des moments des forces 
par rapport a trois droites non parallèles à un même plan 
doivent aussi être séparément nulles. 

Si Ton nomme A, B, G les projections de Tune quel- 
conque des forces sur les trois droites considérées, et 
A'a\ WV, C'cMes moments de la même force par rap» 
port à trois droites qui peuvent coïncider avec les pre- 
mières, et que l'on i*eprésente par £ une somme qui s'é- 
tend à toutes les forces appliquées au corps solide^ les 
conditions d'équilibre seront représentées par les deux 
groupes d'équations 

2(A}=:o, 2(B)=:o, 2(C)~o; 

2(A'O = 0» 2(B'*')=0, Z(C'c')z=o. 

Lorsque toutes les forces agissent dans un même plan, 
il suffit de considérer leurs projections sur deux droites 
non parallèles, situées dans ce plan, et de prendre les 
moments par rapport à un point du plan j alors les équa- 
tions d'équilibre se réduisent à 

2(A)=:0, ï(B)s 
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Archimède a déterminé les conditions d'équilibre d'un 
levier sollicité par des forces perpendiculaires au bras ; la 
loi fut ensuite étendue à des forces obliques par le peintre 
Léonard de Vinci, et, peu de temps après, Stevin dé- 
couvrit les conditions d'équilibre d'un point matériel. 

Plus tard, Varignon démontra un beau théorème de 
Géométrie, qui lui servit d'intermédiaire pour passer de la 
loi du parallélogramme des forces à celle des moments : 

Si Von construit trois triangles gui aient pour bases 
la diagonale et les deux côtés d^ un parallélogramme j et 
pour sommet commun un point situé dans le plan du 
parallélogramme^ le triangle formé sur la diagonale est 
égal à la somme ou à la différence des deux autres, sui- 
x^ant que le point est extérieur ou intérieur à V angle 
formé par les deux côtés ou par leurs prolongements. 

Dès lors le problème de l'équilibre d'un corps solide 
était entièrement résolu^ il ne restait plus qu'à présentei* 
la solution sous la forme simple des six équations que 
nous avons rappelées plus haut. D'Alembert fît ce dernier 
pas dans ses Recherches sur la précession des équinoxes^ 
chap. U^ 1749* 

SECTION I. 

ÉQUILIBRE SANS FROTTEMENT. 

1 . OBA est une barre pesante et homogène qui forme 
un levier de second genre. Le point d^ appui est à Vex- 
trémité O, la résistance est appliquée au point B, la 
puissance agit à Vautre extrémité A. Étant donnés le 
poids Q qui constitue la résistance, son bras de levier 
OB = i, et le poids p de la barre par V unité de lon^ 
gueur^ trouver la longueur OA =:a de la barre qui 
donne le plus d'avantage à la puissance P. 
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Toutes les conditions d*équilibre se réduisent dans ce 
cas à Téquation des moments par rapport au point d'appui : 

Il en résulte 

Le minimum de P peut se déterminer, soit par les déri- 
vées, soit par le procédé algébrique élémentaire. 11 est 
atteint quand 

P 



-V'-j 



2. Une tige pesante et homogène appuie son extré-- 
mité injérieure A ^r un plan horizontal ^ et son exlré- 
miié supérieure B sur un plan vertical perpendiculaire 
au plan ^vertical qui passe par la tige. Le point C, oàce 
dernier plan rencontre Vintersection des deux premiers , 
est lié à uu point connu de la tige, E, par un fil sans 
poids CE, qui maintient Véquilibrc. Déterminer la ten* 
sion du fil. 

Soient 2a la longueur de la lîge, P son poîds, R et Pi' 
les réactions du plan vertical et du plan horizontal, a et e 
les inclinaisons de la tige et du iil sur Tliorizontale AC, 
T la tension du fil. 

Observons que Ton peut toujours remplacer les poids 
de toutes les molécules d'un corps solide par une force 
unique, égale au poids total du corps, et appliquée au 
centre de gravité. 

Pour former les équations d'équilibre, projetons toutes 
les forces qui sollicitent la tige d'abord sur l'horizontale 
CA, puis sur la verticale CB, et prenons leurs moments 
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par rapport aii point C. Il vi^nt 

R — Tcosf = 0, R' — P — Tsin « = o, 

R.2asina -+- P.flcosa— R'.2flcosa = o; 

d*où l'on tire, après avoir éliminé R et R', 
^ ^ cosa 

Xl=P ; . 

2 sin (a — • ) 

Celle formule résout le problème et nous montre que : 
Si e = a, T est infini, Téquilibre est impossible*, 
Si 6 >^ ex, T est négatif, l'équilibre est impossible \ 
Si e <^ a, T est positif, l'équilibre est possible. 

3. Une tige pesante et homogène A A'A"B repose par 
son extrémité inférieure A sur un plan horizontal, 
presse en A! une chenille fixe située au-dessus du cotjfs, 
et s^appuie en A." sur une autre cheville Jixe située auF> 
dessous. Déterminer, dans le cas d'équilibre, les près* 
sions exercées sur la tige par le plan horizontal et les 
deux chevilles» 

Soient a a la longueur de la tige, P son poids, ot son 
inclinaison sur le plan borizontal, b la distance des deux 
chevilles, et R, R', R'' les pressions exercées par le plan, 
la cheville A' et la cheville A''. 

Projetons les forces qui sollicitent la tige sur la direc* 
lion AB et sur une direction perpendiculaire, puia pre- 
nons leurs moments par rapport au point A. Il vient 

Psina — Rsina = o, 
R' H- P ces a — R*' — R cos a — o, 

R''.(aX'-+- *) — R'.ÂÂ' — P.flcosa^o; 

d'où l'on tire 

R=:zP, R'=:R'' = jPco^a. 



4. Une tige pesante et homogène AA'B appuie son 
extrémité inférieure A contre une droite verticale, et re^ 
pose en A' sur un point ^fixe situé au-dessous du corps . 
Déterminer les pressions que la tige supporte de la part 
de la droite et du point lorsque l'équilibre a lieu» 

Soient a a la longueur de la tige, P $on poick, ^ ^on 
inclinaison à l'horizon, c la distance du point fixe à la 
droite verticale, R et R' les pressions exercées par la 
droite et par le point. 

Si nous projetons successivement les forces qui fiolli** 
citent la tige, sur la direction AA' et sur une direction 
perpendiculaire, puis que nous prenions leurs inowents 
par rapport au point fixe A^ nous obtenons 

R cos a — P sîn a = o, 
R' — E rin a — P cos a = o, 

R.Xi? sin a ~ P (a — ÂÂ') cos a. 

La dernière équation peut s'écrire 

Rcsinct z= P (a cos a — c)c05a. 

Cette formule, jointe à la première, donne 



cos a: 






Par la combinaison des deux premières équations, on 

obtient 

i. 



cos « \c / 



La valeur de eos a montre que Téquilibre est impoisiUe 
lorsque c est plus grand que a. 



8o MÉCANIQXJE RÂTIOVirBLLE. 

5. Quelle est la force nécessaire pour retenir y dans 
une position donnée, une porte dont les gonds ne sont 
point situés sur une même ligne veiticale ? 

On connaît le poids P de la porte, la distance a du centre 
de gravité à la ligne des gonds, Tinclinaison (3 de cette 
ligne sur la verticale, et Tangle dièdre a compris entre le 
plan vertical mené par cette même ligne et le plan de la 
porte. 

Nommons f Tinclinaison de la porte sur le plan hori- 
zontal. 

Le moment du poids de la porte par rapport a la ligne 
des gonds est P cos cj» . a ; or, dans le trièdre rectangle formé 
par le plan de la porte, un plan horizontal et le plan 
vertical mené par la ligne des gonds, on a 

cos (p = sin a sin p ; 

par conséquent, pour maintenir la porte en équilibre, il 
faut lui appliquer, à une distance b de la ligne des gonds, 
une force normale F, telle que 

F^^riiPsinasinp.a. 

6. Une tige rigide ÂB peut tourner librement autour 
de son extrémité inférieure A, qui est engagée dans une 
charnière fixe, tandis que son extrémité supérieure B 
s* appuie contre une droite ^verticale. Déterminer la 
pression exercée par la droite, ainsi que les composantes 
horizontales et verticales de la pression exercée par la 
charnière. 

Soient P le poids de la tige, a sa longueur, b la distance 
de son extrémité inférieure au centre de gravité, a son 
inclinaison à Thorizon, R la pression exercée par la 
droite verticale, H la composante horizontale de la pres- 
sion exercée par la charnière, et V la composante ver* 
ticale. 
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Si nous projetons les forces sur rhorizontale, puis sur 
la veriicale, il vient 

H = R, 

V = P; 

et, si nous prenons les moments par rapport à la char- 
nière A y nous obtenons 

R.asina = P. 6 ces a; 
d*où 

R=— î^ — = e, v = p. 

a tang « 

Ce problème fut proposé et mal résolu par Stone; Jean 
Bernoulli (*) ne le résolut pas mieux, et ce fut Cou- 
plet (**) qui donna la première solution correcte. On peut 
lire rhisloirede ce célèbre problème écrite par Franchini, 
dans les Mémoires de la Société italienne, t. XVI, 
i" part., p. aaS-, i8i3. 

7. On sait que des forces en nombre quelconque, ap- 
pliquées à un corps solide, peuvent toujours se réduire à 
deux forces, et cela d'une infinité de manières. Prou- 
ver que, de quelque manière que l'on fasse cette ré- 
duction, le tétraèdre construit sur les deux forces ré" 
sultantes, comme arêtes opposées, a toujours même 
'Volume. 

Soient A, B deux points pris à volonté dans Vespace, 
et PQ la droite qui représente en grandeur et en direction 
une force donnée. Il est aisé de voir que le moment de la 
force PQ par rapport à Taxe AB est égal, en valeur ab- 
solue, à six fois le quotient du tétraèdre ABPQ par la 
distance AB. Nous représenterons ce moment par 
6 ABPQ 

(*) 0;»e/ir,t.IV, p. 189. 

(**) Mémoires de l'Académie de Paris, p. 695 1731, 

I. «• ÉOIT. 6 
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et nous aurons soin de disposer les lettres du numérateur 
de mauière qu'uu observateur, dont les pieds sont en A et 
la tête en B, voie le point P à sa gauche et le point Q à sa 
droite, lorsque le moment est positif. Nous aurons, par 
exemple, 

g ABPQ _ g ABQP _ PQAB 
AB "~ AB "7 AB * 

Ceci posé, nommons PQ etRS un système de deux forces 
résultantes-, P'Q' ci R'S' un autre système de forces ré- 
sultantes, et A, B deux points pris à volonté dans Tespace. 
Les quatre forces PQ, RS, Q'P', S'R' se font équi- 
libre; la somme de leurs moments par rapport à Taxe AB 
est nulle*, par conséquent, on a 

ABPQ -+- ABRS z= ABP'Q' -f- ABR'S'. 

Nous pouvons faire coïncider les points A et B succes- 
sivement avec les points P et Q, R et S, P' et Q', R'et 
S'; il vient alors 

PQRSr= PQP'Q'H-PQR'S', 

RSl>Q — RSF Q' -4- RSR'S', 
P'Q'PQ -4- P'Q'RSrz: P'Q'R'S', 
R'S'PQ -4- R'S'RS =: R'S'P'Q'. 

Ajoutant ces équations, on obtient 

PQRSrrrP'Q'R'S', 

et cette égalité démontre la proposition. 

Ce théorème fut énoncé d'abord par M. Chasles [an- 
nales de Gergonney t. XVIII; 1828) : la démonstration 
qui précède est de Mobius [Journal de M, Crelle, t. IV, 
p. 179). M. Chasles a démontré plus tard ce théorème, 
ainsi que plusieurs autres dû môme genre, dan6 le Jour- 
nal de M. Liouv^illc^ t. XII 5 1847. 
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8. Quand plusieurs forces sollicitent un corps solide 
libre, on sait qu'on peut les remplacer d'une infinité de 
manières par un système équivalent de deux ou d'un plus 
grand nombre de forces. Ces divers systèmes équivalents 
jouissent de la propriété suivante : la droite, qui joint le 
centre des moyennes distances des points d'application 
des forces de chaque système au centre des moyennes dis- 
tances des extrémités des lignes qui représentent ces 
forces, est toujours parallèle à un axe fixe, et la longueur 
de cette droite est en raison inverse du nombre des forces. 
Ainsi, de quelque manière qu'on réduise à deux forces un 
nombre quelconque de forces appliquées à divers points 
liés invariablement, la droite, qui joindra le milieu de la 
distance des points d'application de ces deux forces avec 
le milieu de la distance de leurs extrémités, sera toujours 
égale et parallèle à une droite fixe. 

En effet, soient a?, y^ z les coordonnées des points 
d'application de l'une quelconque des forces ; 

x\ y^ z' les coordonnées de l'extrémité de la droite 
qui représente cette force ; 

n le nombre des forces \ 

X, Y, Z et X', Y', TJ les coordonnées du centre de» 
moyennes distances des points (x, y^ z) et (x', j\ z') 5 

a:i,^i,«n x',iy,»^'i) Xi,Yi,Zi, X'.,Y',,Z', les quan- 
tités analogues pour un système de forces équivalent. 

On a 

2 {X-X')=:2(X, -*'.), 

2b~r')=-2(/.-/.), 

2{Z — z') = 2(«. — «.). 



X 

2x 


Y 

~ ^y 


_ z 


X' 

~2x' 


Y' 

"2y 


Z' 


_ I 

n 


X, 

2*. 


Y, 


2*. 








_ I ^ 
6. 
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MÉCANIQUE 1 


KATIONHEIXE. 




d'où 


Ton tire 














Y- 


Y' 


Y, — r, 


z- 


-Z' 


z, 


-Z'. 




X- 


X' 


""X,-X',' 


X- 


-X' 


~x, 


-X'.' 




(X- 


-X 


')» + (Y-Y 


')'+ 


(Z- 


Z')' 


-"A. 



(x.-x'.)'-h(Y.-r.)»-+-(z.-z;)* 

Ces trois dernières relations démontrent le théorème. 
Chaslcs, Bulletin des Sciences, etc., de l' Académie 
de Bruxelles; i84o, II* part., p. 261. Corrcspon' 
dance mathématique ; 1 829, p . 1 06- 1 08. 

9. Soient PQ et RS les droites qui représentent en 
grandeur et en direction deux forces données. Nous dirons 
que le tétraèdre qui a ces deux droites pour arêtes opposées 
est construit sur les deux forces, et nous conviendrons, 
dans le théorème qui suit, de prendre ce tétraèdre positi- 
vement lorsqu'un observateur^ dont les pieds sont en P 
et la tète en Q, voit le point R à sa gauche et le point S 
a sa droite. 

Lorsque n forces appliquées à im corps solide se font 
équilibre, ou peuvent se réduire à une force unique, la 

somme algébrique,des -^ tétraèdres, que Von peut 

construire sur ces forces prises deux à deux y est nulle ^ 
dans les autres cas, ou les forces ne peuvent se réduire 
quà deux résultantes, la somme dont il s'agit est égale 
au tétraèdre construit sur les deux résultantes. 

Démontrer ce théorème. 

MoBius, Journal de M. Crellcy t. IV, p. 184. 

10. Des forces appliquées à tous les éléments d'une 
surface fermée quelconque, dirigées suivant la normale 
et proportionnelles aux surfaces de ces éléments, se font 
équilibre, pourvu que toutes ces forces agissent à la fois 
de l'intérieur de la surface à V extérieur, ou inversement. 
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La démonstration de cette proposition résulte immé- 
diatement d'un théorème que Ton trouvera plus loin, 
t. n, Complément aux questions de Statique^ Attrac- 
tion, sect. I, théor. I. 

H. Quand on applique à tous les éléments d^une 
surface fermée quelconque des forces normales propor-- 

tionnelles au produit ^^(« H — )> <ûfa désignant la 

surface de Vêlement auquel la force est appliquée, R et r 
les rayons de courbure principaux de la surface, toutes 
ces forces se font équilibre, pourvu quelles soient toutes 
dirigées de V intérieur à V extérieur, ou inversement. 

Prolongeons vers l'extérieur chacune des normales à la 
surface d'une même quantité très-petite ^5; le lieu de ces 
extrémités sera une deuxième surface qui aura les mêmes 
normales que la première. Soient da' Taire de Félément 
de cette seconde surface, et P un facteur constant. 

Un système des forces normales Vdcr appliquées de 
Tintérieur à Textérieur sur la première surface est eu 
équilibre, d'après le théorème précédent; il en est de 
même pour un système de forces normales Vda' appliqué 
en sens contraire à la deuxième surface, et aussi pour le 
système résultant V[da' — da) que nous supposerons 
appliqué à Télément da. 

Je vais montrer que la différence da' — da peut se 

mettre sous la forme dadsi^-^ — j; alors le jthéorème 

sera prouvé. 

Prenons pour da un élément rectangulaire ABCD 
limité par quatre lignes de courbure, et pour da' l'élé- 
ment A'B'C'D' limité par les prolongements des nor- 
males qui entourent dG\ l'élément da' sera pareillement 
un rectangle compris entre quatre lignes de courbure de 
la seconde surface. 
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Posons 

AB=r:a, AC=:p, 

A'B' = a -h rfflt, A'C = p -h dp. 

Nous aurons à la limite, pour des éléments inânîment 
petits, 

d<r' — d<r = ^dct -f- «r/p. 

Or les normales Â' A et B^B se rencontrent en un point O 
situé à une distance R du point A et à une distance 
R-hds du point A', et les triangles semblables OAB, 
OA'B' nous donnent 





a-h da R -f- É& 


d'où 






ads 




■*"=»' 


de même, 






-f=^f' 


et, par suite, 





da' — da =:d<rds ( --: -+- — | • 
VR rj 

J. Bertrand, Mémoire sur Us surfaces isothermes. 

On peut démontrer de la même manière que des forces 
appliquées à tous les éléments d^une courbe plane 
fermée y dirigées suivant la normale et proportionnelles 

à ^9 ds désignant r élément de Parc, et p le rayon de 

courbure j se font équilibre. 

12. Si Von applique à tous les éléments d*une surface 
fermée quelconque des forces normales, proportionnelles 

à —1 toutes ces forces se font équilibre, pourfu qu'elles 



agissent toutes de rintérieur à textirieur, ou inver- 

"'îl''notaùon est U même que J.ns le ll.éorème pré- 

cèdent. 
Nous conadérons les deoï mêmes snrfaces. 
D'après ce ihëorème, le système des forces normales 

appliquées de V intérieur à l'eitérieor sur les élémenU à9, 
se font équilibre. 

Il en est de même des forces 



P'''''(d:7,-^rili) 



appliquées en sens contraire aux éléments A a' -, et »i non» 
composons ensemble ces deux systèmes, le système de» 
forces résultantes 

que nous supposerons appliquées aux éléments da, se 
pareillement en équilibre. ^««îères force» 

Remplaçons dans Vexpression de ces dernières 

da' par sa valeur 

. Aes infini' 
D vient à la limite, par l'évanouissement a 

ment petits de troisième ordre, 

da 
quantité proportionnelle à — • 

Dèslorsletbéorème est démontré. ^^^^ p. ,V« '®^ ' 
Joo.«T, Joar«aUe M. i'<""""'' *• 
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Il e^t à remarquer que les forces normales proportion- 
nelles à l'élément de surface <^t à — 9 qui se font équilibre 

sur une surface, se font encore équilibre sur toute sur* 
face fermée obtenue en déformant la première, pourvu 
qu'elles soient toujours normales aux éléments; carc^est 
un théorème démontré par Gauss [Mémoire sur les sur-- 

faces)^ que le rapport — n'est point altéré par la défor- 
mation de la surface. 

13. Une échelle, inclinée de 3o degrés à V horizon, 
appuie son extrémité inférieure sur un plan horizontal^ 
et son extrémité supérieure sur un plan incliné de 60 de- 
grés à l'horizon. Ces deux plans sont parfaitement 
polis j et V échelle peut être assimilée à une barre homo^ 
gène. Quelle force horizontale faut4l appliquer au pied 
de V échelle pour V empêcher de glisser? 

Soit P le poids de Téchelle. 

La force cherchée est égale à -j- P. 

14. Une sphère homogène repose sur deux plans in- 
clinés. Déterminer la pression exercée sur chacun de ces 
plans. 

Soient P le poids de la sphère, a, a' les inclinaisons 
des deux plans sur Thorizon, R, R' les pressions exercées 
sur ces mêmes plans. 
On trouve 

sina' sina 

sm [a -h A ) sin (a -h a') 

LciBifiTZ, Opéra f t. III, p. 176. 

15. Une barre homoghie s"* appuie par ses extrémités 
sur deux plans inclinés. Déterminer la position d^équi-- 
libre et les pressions exercées sur les plans. 



STATIQUE. 89 

Soient P le poids de la barre^ 9 l'angle qu'elle forme 
ayec Thorizon, a et a' les inclinaisons des deux plans sur 
l'horizon, R et R' les pressions exercées sur' ces plans; et 
supposons que l'extrémité inférieure de la barre s'appuie 
sur le plan auquel se rapportent les quantités a et R. 

La barre est perpendiculaire à l'intersection des deux 
plans, et l'on a 

*""*' , sina 

7"v °> "• — ^ "' — î T\ * > 



sin(a-f-a') sin(a-i-a') 

sin(a' — a) 
Ung0 = ~-^^ r— ; 



2sina sma' 



16. Une tige pesante et homogène AEB appuie son 
extrémité inférieure A contre un plan vertical^ repose 
en E sur un point fixe ^ et porte un poids Q à son extré^ 
mité supérieure. Déterminer la position d^ équilibre. 

Soient P le poids de la tige, a sa longueur, b la distance 
du point fixe au plan vertical , et x la longueur AE de la 
partie de la tige qui est située entre le point fixe et le 
plan vertical. 

La tige est dans un plan perpendiculaire au plan verti- 
cal dont il s'agit^ et Ton a 






FoNT4NA, Memorte délia Società italiana ; 1802, p. 63o. 

Si l'on suppose P=:o, alors a:= (rtJ*)% quelle que 
soit la grandeur du poids Q. 

Euler [*) a discuté ce problème comme application du 
principe de Maupertuis, nommé loi du repos, 

{*) Académie de» Sciences de Berlin, t. VII, p. ig6; 1751. 
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17. Un poids Q est suspendu à r extrémité B d'une 
tige ADB, dont l'autre extrémité A est engagée dans 

Piç g, une cftamièrejixe. Cette tige 

est sans poids ^ elle est soute- 
nue par un fil perpendiculaire, 
attaché en son point milieu D. 
X-» — i^èf...^ I Déterminer la grandeur et la 

* direction de la pression sup^ 
portée par la charnière^ lorsque la tige fait un angle de 
3o degrés a%*ec Ihonzon. 

Soient 2 a la longueur de la lige, X la composante ho- 
rizontale de la pression supportée par la charnière, Y la 
composante verticale, R la pression résultante et f Tangle 
que cette pression fait avec T horizon. 

On trouve 

18. Une barre pesante AB peut tourner librement 
autour de son extrémité A, qui est fixe , tandis que l'autre 
extrémité B est soutenue par un cordon qui s'engage sur 
une poulie fixe, et porte un poids Q. Déterminer la pO' 
sition d 'équilibre. 

On connaît le poids P de la barre, les distances a et & 
de son centre de gravité aux extrémités A et B, les dis- 
tances /et k de la poulie à Thorizontale et à la verticale 
menées par l'extrémité fixe A. 

Les angles Q et y, que la barre et le cordon forment sur 
Thorizon, nous sont donnés par les équations 

Q{a 4-^)sin(<p — 0) = PflCQsO, 
[a ■+- b)sin[ff — G) = A^sioy — /cosf, 

dont la résolution est facile. 
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19. Une barre pesante et homogène appuient* une de 
ses extrémités sur un plan incliné^ tandis que r autre 
extrémité est soutenue par un fil attaché en un point 

Jlxe^ lequel est situé au-dessus du plan incliné, Déter-^ 
miner la position d'équilibre^ la tension du fil et la pres- 
sion sur le plan. 

Soient a l'inclinaison du plan sur rhorizon, 2a la 
longueur de la barre, P son poids, Q son inclinaison sur 
le plan, R la pression qu'elle exerce sur le plan, T la 
tension du (II, c sa longueur, cp son inclinaison sur le 
plan, b la distance du plan au point fixe où le (Il est 
attaché. 

Les angles et cf sont déterminés par les deux équa- 
tions 

2 sin(<p — G) sina= cos^ cos(Ô-f- a), 

rsin^ -4- 2« sinô = ^; 

et Ton a 

^cos(a-4-<F) ^ ^sina 

R=:P ' I-'i T=P 

COSf COSf 

20. Une barre pesante et homogène appuie Viine de 
ses extrémités contre un plan vertical^ tandis que l'autre 
extrémité est soutenue par un fil attaché en un point 

fixe du même plan vertical. Déterminer la position 
d^équilibrcy la pression contre le plan et la tension 
dufiL 

Conservons la notation du problème précédent, en 
supposant que Tangle a soit égal à 90 degrés. 
11 vient 

^ - V4c^ ~ 16/1»; ' ^~V4^'->ôûV 
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21 . Dans V intérieur d'une sphère creuse on place une 
lame pesante et homogène y dont la forme est celle d'un 
triangle isocèle ; les trois sommets s^ appuient contre la 
surface de la sphère. Déterminer la position d^ équilibre. 

Soient r le rayon de la sphère, a la longueur des côtés 
égaux dans le triangle, h la hauteur du triangle et Q Taugle 
que son plan forme avec l'horizon. 

On trouve 

tango = ^, • 

22. Une tige pesante et homogène i appuie sur le 
bord d\in hémisphère concaue^ et son extrémité infé- 
rieure repose sur la surface interne. On suppose que le 
bord de V hémisphère est horizontal^ et que la longueur 
de la tige est supérieure au diamètre. Déterminer la posi- 
tion d'équilibre. 

Soient r le rayon de Théinisphère, a a la longueur de 
la tige et 6 Tangle qu'elle forme avec Thorizon. 

L'angle 6 est déterminé par Téquation du second degré 

4/'cos'G — a cosÔ — 2r = o. 

23. Un poids Q est suspendu sur le bord d^une dend- 
sphère homogène, qui repose par sa surface convexe sur 
un plan horizontal. Déterminer la position d^ équilibre. 

Soient P le poids de la demi-sphère, c la distance de 
son centre de gravité au centre de la sphère, et l'angle 
de son axe avec la verticale. 

On trouve 

' tango =^. 

24. Une lame homogène^ quia la forme d^ un triangle 
rectangle isocèle^ est située dans un plan vertical^ et 
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s*appme par ses côtés égaux sur deux chenilles fixes. 
Déterminer la position d'équilibre. 

Soient h la hauteur du triangle, 6 Tinclinaison de sa 
base sur Thorizou et a la distance des deux chevilles. 
On obtient les deux solutions 

Ô = o, = arc cos ^— • 

25. Une lame circulaire et homogène repose par son 
centre sur une tige verticale. Placer sur la circonférence 
trois poids pi, p^y p^j de maniérée que la lame reste 
horizontale. 

Soient (piyPi)^ (pnPs)j (p^^Pi) les angles au centre 
5oas-tendus par les arcs qui séparent les poids pi et pi, 
P%^^Pz,p% etpi. 

On trouve 

COS[pi,pi) = > 

•iplpi 
^af» «^— pI-^pI — p' 

^P»Pi 

26. Une plaque tnangulaire , homogène et partout 
d'égale épaisseur, est suspendue à un point fixe par 
trois fils attachés aux sommets du triangle. Démontrer 
que, si la plaque est horizontale, on a, entre les Ion* 
gueurs des fils a, |3, y et les côtés a, i, c respectii^ement 
opposés aux points d^attache, les relations 

û»-f- 3a»= 6»4- 3p' = c^4- 37». 
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SECTION II. 

ÉQUILIBRE AVEC FROTTEMENT. 

1. Une barre pesante et homogène AB repose par 

Fiç. 10. Vune de ses extrémités A 

sur un plan horizontal et 

dépoli KL^ Vautre extré^ 

mité B est soutenue par un 

fd qui passe sans frotte^ 

ment sur une poulie E et 

K x^ L supporte un poids Q. /)c- 

terminer la suite des positions d'équilibre. 

Soient sa la longueur de la barre, P son poids, son 
inclinaison à Thorizon, R la pression normale que le plan 
exerce sur rextrëmilé A, F le frollement exercé sur la 
même extrémité dans la direction LK, fx le coefficient de 
frottement relatif au plan et à la barre, et cp Tinclinaison 
du iil BE sur Thorizon. 

Projetons les forces qui sollicitent la barre d'abord sur 
une horizontale, puis sur une verticale^ et prenons leurs 
moments par rapporta Textrémité A. Il vient 

F = Q cosç, 
R-h Qsin(p=rP, 

(A) Pcosô = 2Qsin((p — 0). 

Posons 

F = R tangf , 

tange sera une quantité comprise entre o et p^ alors la 
première équation pourra s'écrire 

Rtangc = Q cosy, 

et, si Ton élimine R à laide de la seconde équation, on 
. trouve 

(B) Psini — Qcos(y — «). 
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Cette relation, jointe à la formule (A), nous détermine 
les angles ^ et qui correspondent à une valeur donnée 
de e. On aura toutes les positions d^ équilibre en donnant 
à e toutes les valeurs comprises entre o et arc tang|!x. 
Pour la valeur particulière 6 = 0, Téqualion (6) donne 

<y= -; et, d*après Téqualion (A), on a 6 == -> quel que 

soit le poids Q, pourvu qu'il soit inférieur à celui de la 

barre. Dans le cas où Ton aurait Q = ~P, l'angle pour*- 

raît être quelconque. 

2. Une barre pesante ACB, appujée sur un étai DC, 
est soutenue par une force Q qui agit à V extrémité A 
Fiff. II. dans une direction donnée. Dé^ 

terminer la position de la barre, 
lorsqu'elle est sur le point de glis- 
ser dans le sens AB malgré la 
force de frottement qui s^ exerce 
au point d^appui. 

Soient P le poids de la barre, G son centre de gravité, 
a la distance AG, x la distance GC, TinclinaisoM de la 
barre sur l'horizon, (f Tinclinaison de la force, R la pres- 
sion normale de Tétai sur la barre, et fx le coefficient de 
frottement. 

Projetons les forces qui sollicitent la barre sur Tbo- 
rizontale, sur la verticale, puis prenons leurs moments 
relatifs au point C, en supposant que la barre soit sur le 
point de glisser. Il vient 

Qcosf = RsînÔ -f- fiRcosO, 
Qsinf •+■ RcosÔ=rP-l-fARsinO, 
(A) ¥x cosO = Q(o -h x) sin (ip — e). 

Eliminons R entre les deux premières équations, et pour 
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résoudre plus commodément Téquation finale par rapport 
k 6, posons [i = tange; nous trouvons 

Qcosfc — 9) — Psini 
^ Qsin(e — T)-hPcosf 

L^équation (A) nous fera connaître la distance x. 

3. Une planche rectangulaire et homogène CDEF, 
située dans un plan ^vertical, repose par Vun de ses 
côtés CF sur un plan dépoli AB, dont l'inclinaison à 
Vhorizon croît graduellement. Dans quelle position du 
plan la planche commencera-t-elle à glisser^ ou à tom^ 
ber en tournant autour de son sommet C? 

Soient P le poids de la planche, 
a le côté CF, b le côté CD, R la 
pression normale que la planche 
éprouve de la part du plan, a 
Tinclinaison du plan et fx le 
coefficient de frottement. 
Lorsque le corps est sur le point de glisser, on a 

^R = Psina, 
B =Pcosa; 
par conséquent, 

fA=:tanga» a = arctangfi. 

Telle est l'inclinaison du plan lorsque le corps com- 
mence à glisser. 

Observons cependant que le corps pourra perdre son 
-équilibre sans glisser. En effet, soient G le centre de gra- 
vité du corps et GH une perpendiculaire abaissée sur le 
côté CF. Si le coefficient |!x est assez considérable pour que 
la droite CG devienne verticale avant que Tangle a ait 
atteint la valeur arc tangp, à cet instant le corps tournera 
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autour du sommet C, el perdra son équilibre avant de 
glisser. Lorsque la ligne CG est verticale, a est égal à 

Tangle CGH, d'ailleurs tangCGH= -j par conséquent, 

le corps commencera par tourner si Ton afx^r-9 et il 

commencera par glisser si Ton a (!z<^ t* 

4.. Une tige pesante AB peut se moui^oir en tous sens 
et sans frottement autour de son extrémité A comme 
pivot; son autre extrémité B s'appuie sur un plan verti- 
cal et dépoli. Déterminer la position de la tige lors- 
quelle est sur le point de perdre son équilibre. 

Soient P le poids de la barre, a son 
inclinaison sur la perpendiculaire au 
plan, R la pression normale que la 
barre éprouve de la part du plan, et 
(X le coefficient de frottement. 
Le lieu du point B sur le plan vertical est un cercle qui 
a pour centre la projection O de l'extrémité fixe A. Nom- 
mons Tinclinaison du rayon OB sur l'horizon, et ob- 
servons que le frottement s'exerce suivant la tangente au 
cercle. 

Si nous considérons les moments des forces par rapport 
â un axe vertical passant par l'extrémité fixe A, nous ob- 
tenons la relation 

R.OBcose=:^RsinO.OA. 
Or 

OB = OAlanga; 
donc 

taDgaco$0=:fisinO, taDg 9 = - tang a . 

§. Une tige pesante appuie ses extrémités l'une sur 
un plan horizontal, l'autre sur un plan "vertical, et est 

I, 2« ÉDIT. J 
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perpendiculaire à V intersection des deux plans* Déter- 
miner la position de la tige^ lorsqu'elle est sur le point 
de perdre son équilibre. 

Soient fz et fx' les coefficients de frollement relatifs au 
plan horizontal et au plan vertical, a et £ les distances du 
centre de gravité de la tige à Textrémité inférieure et a 
Textrémité supérieure, Tinclinaison de la tige sur l'ho- 
rizon. 

On trouve 

6. Une barre pesante et homogène appuie ses extré- 
mités sur les deux faces d^un angle dièdre dont barète 
est horizontale. Déterminer la plus grande inclinaison 
à l ^horizon que la barre puisse admettre sans glisser^ et 
trousser les relations qui existent entre le poids de la 
barre et les pressions normales qu'elle éprouvée, lors- 
qu'elle est sur le point de glisser» 

Soient a et a' les angles que les faces du dièdre font 
avec rhorizon de part et d'autre de l'arête commune, 
tangX et tangX' les coefficients de frottement relatifs à ces 
deux faces, R et R' les pressions normales que la barre 
éprouve de la part des mêmes plans, P le poids de la 
barre et Q sa plus grande inclinaison. 

La barre doit être perpendiculaire à Tarète du dièdre, 
et l'on trouve 

R R' P 



cosÀsin(a' — X') cosVsin(a — X) sin(a-l-a' — > — V) 
2tangÔ = cot(a — \) — cot(a' — V) . 

7. Une tige homogène repose par son milieu sur un 
cylindre horizontal dont les génératrices lui sont per" 
pendiculaires. Quel est le plus grand poids que Von 
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puisse suspendre à V extrémité de la tige sans la faire 
glisser sur le cylindre? 

Soient P le poids de la lige, 2a sa longueur, r le rayon 
du cylindre, langX le coefficient de frolteinent, et Q le 
poids cherché. 

On trouve 

Q _ r\ 
P^ a — rX' 

8. Une barre pesante et homogène appuie Vune de 
ses extrémités contre un pUin venical^ tandis que Vautre 
extrémité est soutenue par un fil attaché en un point 
du plan. Détetminer la position de la barre lorsqu'elle 
est sur le point de glisser. 

Soient a la longueur de la barre, P son poids, R la 
pression normale qu'elle éprouve de la part du plan, 
B Tangle qu'elle forme avec la verticale, / la longueur du 
fil, ff son inclinaison sur la verticale, et ^ le coefficient 
de frottement. 

Les angles f et d sont déterminés par les équations 

(4a* — 4^' — H'^O tang'f T- ^f*'* *a"S? -h 4"' ~ '' = o» 

siaO = ~ sincp. 
a 

Le signe supérieur correspond au glissement de bas en 
haut-, le signe inférieur, au glissement de haut en bas. 

9. Un cylindre elliptique, dont Taxe est horizontal , 
appuie sa surface convexe sur deux\plans, l 'un vei tical 
et poli. Vautre horizontal et dépoli Le corps est sur le 
point de glisser, lorsque le grand axe de V ellipse de 
base fait un angle de ^^^degrés avec V horizon. Quel 
est le coefficient de frottement sur le plan horizontal? 

7- 
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Soit e rexcentricité de l'ellipse de base. 
Le coefficient de frottement est égal à - a'. 

10. Une demi-sphère homogène peut rouler sur un 
plan horizontal ^ mais le Jrottement V empêche de glis- 
ser. Quel est le moment du couple nécessaire pour tenir 
le corps en érjuilibre, lorsque la base est inclinée de 
3o degrés à V horizon. 

Soient P le poids de la demi-sphère, et r le rayon. 

3 
Le moment cherché est écal à -7: Pr. 

^ 16 

SECTION III. 

POUSSÉE DES TEKllES. 

Imaginons un plan mené dans Tintérieur d'un massif 
de terre en équilibre. Les forces qui agissent sur Tuue 
des faces de celte section et maintiennent l'équilibre sont 
la pression normale, la force tangentielle nommée /roffe- 
ment statique^ et une seconde force tangentielle nommée 
cohésion, qui, d après Coulomb, est proportionnelle à la 
surface de contact et indépendante de la pression, lorsque 
l'équilibre est sur le point d*être rompu (*). 

1. Un massif, dont la surface supérieure est un plan 

Fiç. 14. horizontal BX, se termine la-- 

c \j^i^mm ■!■ ■■iiifi Miiiiin téralement par un talus BA, 

i / ^y^ de hauteur donnée. On de 

\ g >^ mande de déterminer le plus 

a;. / ^y^^ petit angle que le talus puisse 

\i>^ faire avec la verticale sans 

^ quil y ait éboulement, 

(•) Mémoires de V Académie des Sciences de Paris; 1773. 
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Soient : 

AC = A la hauteur du massif; 

a Tangle BAC que le talus fait avec la verticale ; 

p le poids d'un volume de terre égal à Tunilé; 

fx le coefficient de frottement statique; 

V la force de cohésion pour l'unité de surface, lorsque 
le glissement est sur le point de naître. 

On admet dans cette théorie que la rupture tend à se 
faire suivant un plan. Nous allons d^ abord déterminer le 
plan sur lequel la rupture est le plus à craindre, en sup- 
posant Tangle a assez grand pour qu^il y ait équilibre, 
mais d'ailleurs quelconque; puis nous déterminerons 
Tangle a, par la condition que la rupture soit sur le point 
de s'opérer dans le plan trouvé. 

En vertu de la symétrie, le plan de rupture doit être 
perpendiculaire au plan de la figure. Admettons d'abord 
qu'il coupe le talus à la base. 

Soient AX ce plan, P l'angle qu'il fait avec la verti- 
cale, et P le poids du prisme ABX. Nous supposerons 
que l'épaisseur de ce prisme dans le sens perpendiculaire 
au plan de la figure soit égale à Tunité; le calcul n'en 
sera pas moins général. 

Les forces qui agissent sur le prisme ABX dans la di- 
rection XA, lorsque le glissement est sur le point de 
naître, ont une somme représentée par la formule 

Pcosp — ftPsinp — vSx, 

ou bien, en remplaçant P et AX par leurs valeurs, 

i;?A'(langp - tanga) (cosp - fisinp) - £^- 

La condition d'équilibre est que cette somme soit nulle 
ou négative. Plus cette somme s'approche de o, plus on 
doit craindre une rupture sur le plan AX. 
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Or, quand h augmente, la partie positive de cette 
somme augmente plus rapidement que la partie négative, 
car la première partie contient A* en facteur, tandis que 
la seconde contient seulement h à Tun de ses termes; 
donc, toutes choses égales, la rupture sur le plan AX est 
d'autant plus à craindre que la hauteur verticale du 
prisme qu'il sépare est plus grande. Ainsi, c'est avec 
raison que nous avons placé Tintersection du plan et du 
talus aussi bas que possible. 

Pour déterminer l'angle /3, posons 

tangp=ix, Jf^ — ^y 

et 

{x— tanga) (i — fxx) — fl(i -*- x>) =/(j:). 

La condition d'équibre sera 

■ /ifL<o. 

et Tangle cherché j3 sera celui pour lequel le premier 
membre de cette inégalité devient un maximum. Sa tan- 
gente, x, vérifiera l'équation dérivée 

Ceci posé, on pourra tirer la valeur de x de cette 
dernière équation, la reporter dans la relation précé- 
dente où le second membre sera pris égal à o; alors on 
aura une équation propre à déterminer Tangle a qui fait 
l'objet du problème. Mais on arrivera plus simplement 
au m<!'me résultat en éliminant x entre les équations 

f[x)=zo et r{x)=^o. 

On trouve ainsi une équation qui, résolue par rapport 
& tang«, donne la valeur 

tanga zi= i -f- ^Ja - V'/i (fl + p) (i -h fx')], 
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ou 

Cet angle a dépend de la hauteur li, 

A mesure que la hauteur augmente, tanga s'approche 

de la limite -9 qui conviendrait à toute hauteur, si la co- 

hésion était nulle, comme cela a lieu sensiblement dans 
les terres fraîchement remuées. 

La plus grande hauteur W sur laquelle le massif puisse 
se soutenir à pic est celle qui reud nulle la valeur (1) de 
tanga. On trouve 

Les formules (1) et (2) peuvent servir à déterminer les 
coefficients fx et v pour un terrain donné. Deux expé- 
riences faites, Tune dans le cas de la formule (1), l'autre 
dans le cas de la formule (2), suffisent théoriquement à 
cette détermination. ' 

Nayier, Leçons de Mécanique à l'École des Ponts 
et Chaussées; 1" édit., sect. 11, art. i. 

2. Un massif terminé par un plan horizontal BX 
Fig. i5. peut se soutenir à pic sur 

I- gwB ^^^^^v ^ ^ ■ ^w^^^^^ ^ ^^ ^ W<î haUteur BD = h'. On 

1/ ^^ demande de déterminer 

Â y^ le profil courbe DA tfue 

'«/^^^^^^ * ^^ ^^^''^^^ ^^'^ a^'OI^ au- 

J^ir \ dessous du point D, pour 

^ ^ * être à la limite de stabi- 

lité en tout point de ce profil. 

Soient pris BD pour axe des -s, le prolongement de XB 
pour axe des jr. Nommons z^ jr les coordonnées d'un 
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point quelconque A de la courbe cherchée; par ce point 
menons une droite AE tellement inclinée, que le triangle 
AEX soit équivalent à la figure ADBX. Soient m la 
distance du point E à la verticale du point A, et a Tangle 
de AE sur la verticale. Conservons pour le reste \k nota- 
tion du problème précédent. 

Le terrain terminé au talus fictif AE doit être à la limite 
de stabilité. Si donc on observe que y? = z tanga et que z 
est la hauteur du talus, on aura, d'après le problème pré- 
cédent, 

D^ ailleurs Tégalilé des surfaces AEX, ADBX donne 

DiiTérentiant ces deux équations et éléminant y?, drj^ 
on trouve Téquation difierentielle de la courbe cherchée. 



L'intégrale s'obtient immédiatement, . 



z 6v i/l 

y = 



i\/i + ^ 

V 2v 



I — ^ — : i/n- — -+-I «i 

V 2v 

la constante étant telle, que y s^annule pour z = A'. 
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xo5 



Sî, dans l'expression àt -j-y on remplace z par la va- 
leur de h' qui a été donnée au problème précédent, on 
trouve que la courbe AD coupe la verticale 6D au point D 
sous un angle dont la tangente est , 

3. Soit un massif A6CDEF . . . , soutenu par un 
mur AB, et dont le profil est un polygone quelconque, 
mais constant sur toute la longueur. On suppose, dans 
ce massif y un prisme ABCDEX prêt à glisser sur le plan 
fixe AIL en faisant reculer le mur. Il s'agit de déter^ 
miner le plan AX par la condition de rendre un maxi" 
mum la résultante des forces que le prisme séparé exerce 
sur le mur de revêtement. On néglige la cohésion des 
terres entre elles et avec la paroi du mur. 



Fig. i6. 




Le plan AX déterminé par celte condition est nommé 
d'après Coulomb plan de rupture , parce qu'on admet 
que la rupture commencera sur ce plan, si la réaction 
du mur vient à n'être plus suffisante pour maintenir Té- 
quilibre. 
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Soient p le poids des terres sous Tunité de volume; 

tangcp et tangf' les coefficients de frottement des terres 
sur elles-mêmes et sur la paroi du mur; 

a Tangle que la paroi du mur fait sur le plan bori- 
zontal AH du côté du massif; 

P le poids du prisme; 
> R et S les résultantes des réactions du mur et du plan 
de rupture sur le prisme; 

|3 Tangle que le plan de rupture fait sur le plan hori- 
zontal AH du côté du massif. 

Les forces P, R, S, transportées en un même point, 
doivent se faire équilibre ; on a donc 



R _ sin(P, S) 
^ sin(R,SJ 

Si Ton observe que f' et f sont les inclinaisons des 
forces R et S sur les normales au mur et au plan de rup- 
ture, on reconnaît aisément que Tangle (P, S) est égal à 

71 — jS-f-y et l'angle (R, S) à tt — (a — (3) — y — ç'. Par 
suite. 

Il nous faut exprimer le poids P à Taide d*un élément 
géométrique qui fixe la position du plan AX; alors la 
question sera réduite à déterminer le maximum d'une 
fonction d'une seule variable. 

Pour ce calcul il suffira évidemment de considérer 
une longueur du prisme égale à Tunité; en outre il fau- 
dra supposer que Ton connaisse le côté du profil poly* 
gonal qui est coupé par le plan de rupture. 

Soient EF ce côté; 

Cl) son inclinaison à Thorizon, qui sera positive si la 
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droite EF s'élève en s'éloignanl du mur du côté du 
massif^ 

k ]a distance du point A au côté EF*; 

Al une droite tellement inclinée, que le triangle formé 
par celte droite, le côté EF et la droite AX, soit équiva- 
lent au polygone ABCDEX (cette droite AI est connue) ; 

ï. l'angle que la droite AI fait avec Thorizontale AH du 
côté du massif. 

Première solution. — On prend pour inconnue la 
quantité tang(j3 — (f). 

L'expression de Taire du triangle AIX, en fonction de 
la hauteur et des trois angles, donne d'abord 

P=;,*' «n(>-P) 



2 sin ()i — w)sin(p — w) 



Si Ton substitue cette valeur dans Téquation (i), que Ton 
remplace ensuite sin (ï — (3), sin (p — &)), sin (a — PH-^-h^'') 
par les expressions équivalentes 

sin(^ — y) cos(P — y) — sin (p — ^) ces (*a — ^), 
sin(p~^) cos(f — »)-+- sin(y — w)cos(p — f), 
sîn(a -f-f')cos(p — «p) — sin(p — «p) cos (a -f-y'), 

et que. l'on pose, pour abréger, 

h* cos {\ — «p) 

•2 sin (X — «)cos(^ — w)cos(a-f-/j * 

laog (X — (p) = lî, tapg (y — «) r= ^, lang{a -h f ) = c, 
tang(p — ç) = x, 
il vient 

^ ^ (x-f-^)(a:— c) 

La valeur de x qui rend cette pression un maximum 
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vérifie Téqualion 

r/R (a^b)^{x-~c)^c(x-^a){:t^b) _ 

(6) — ou A —————— _o. 

On en tire 

X — c c (x — a) c{e — a) 

X -h b X (a-h à) x(a -h b — c) — àe 



x(a -{- b — c) — be . /c (c — a) 

"" b(a^-b) \ bla-^b)' 

Pour obtenir la valeur de la dérivée seconde -r— qui 

répond à la double valeur de Xj il suffit de remplacer 
dans l'expression (3) le numérateur par sa dérivée, puis 
de substituer la double valeur en question ] on trouve ainsi 



rf'R _ ix{tt -h b — c) — aft<? 



àx^ {x-h by{x^c)' 



"" (x-^by(x-^cy^ — y b{a-hbf 

(^La valeur correspondante de R s'obtient de suite, en 
observant que Téquation (3) peut s'écrire, d'après la for- 
mule (», 

rA{a-hb)f ^ y ^1 c 

L c [Tn)'^^]x(x^c) = ''' 

et que d'ailleurs on a identiquement 

[b-hc) =c-hb — --7. 

' X -h b x-h à 



vient 


R = 


STAT 

kc(a+b)f 

- (b+c)' y 


IQUE. 
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R ne pouvant être négatif, il s'ensuit que le facteur 
Ac(a+ b) est positif. Divisant par ce facteur la valeur 

de la dérivée -7-5- obtenue précédemment, on voit que 

cette dérivée a le signe de la quantité 



■Wi 



c(c — a) 
b{a-hby 



Si donc on nomme K la valeur numérique de cette der* 
nière quantité, la formule 

représentera la pression maximum quand on prendra le 
signe inférieur, et la pression minimum quand on prendra 
le signe supérieur. 
Les valeurs correspondantes de x sont 

__(i ±K)tangfa -h<p') 



eiTi 



on a 



/sin (a — > -f- ç -h 9' ) sin ( f — w ) 

V sin(X — »jsiu(a -f- 9') 

Le minimum ne répond pas au problème actuel ; mais, 
si Ton change les signes des angles f et ^' dans les formules 
relatives au minimum, elles donneront la solution du pro- 
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blême correspondant k celui qui nous occupe, pour le cas 
où le mur tendrait à s'avancer dans rintérieur du massif 
en soulevant un prisme de terre. 

Observons encore que, dans les deux cas, si Ton s'était 
trompé sur le choix du côté EF coupé par le prisme, les 
formules en avertiraient, et Ton aurait à recommencer 
le calcul en choisissant un autre côté. Au reste, un peu 
d'attention suffira d^ordinaire pour éviter ces tâtonne- 
ments fâcheux. 

Comme application, supposons que la surface supé- 
rieure du terrain soit un plan horizontal, et que Ton 
puisse négliger le frottement des terres contre le pare- 
ment du mur. Alors on aura a) = o, X = a, ç' = o, et Ton 
trouvera facilement la pression maximum 



sm 



a — q> 



„ ï /l' 2 

R = -p-, -— , 

2 sin a . . a 4- 9 
sm* ^ 

2 



ainsi que Tinclinaison du plan de rupture, 



p=— ^*)- 



Deuxième solution, — Joignons le point A au côté EF 
par deux droites AM, AN, situées de part et d'autre de la 
droite AB, et formant avec elle les angles a — y, (y-*- (f'. 
Entre les droites MN, AN^ menons des droites IF, XX' 
parallèles à AM. L'inconnue sera la position du point X'. 



(*) M. Saint-Guilhem, auquel nous empruntons cette solution {Journal 
de M, Liouvillc, t. IX, p. i; i8/|4)i l'étend au cas où Ton tient compta de 
la cohésion des terres entre elles et ayec la paroi du mur. Mais, comme 
l'objet de ce calcul est de déterminer l'épaisseur qu'il faut donner an mnr 
pour qu'il ne soit point repoussé, il est plus sûr de ne pas supposer une 
cohésion qui peut être anéantie par un ébranlement fortuit. 
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La Géométrie nous donne les relations 

P = -/?// ÏX, 

sin(p~y) AXf^ 

5in(a — p-hf -4-<p')"'xv' 

Ix vlO 

MN "" "an"' 

^âtT XV 

AMN =: ÂN.ÂM sin (a -h ^' ). 

"Égalant le produit des premiers membres à celui des se- 
conds membres, il vient (i) 

^ ^ WX' 

Or, sî l'on pose avec M. Bélanger (Cours de l'École Po- 
lytechnique)^ 

NA = fl, NF=r I, NX^=r X, 

on voit aisément que le maximum de la fraction 

KX' ~ -«^ 

répond à a: = ^'. Telle est donc la distance du point X' 
au point N. 

Le point* X' étant connu, il suffira de mener par ce 
point une parallèle par la droite ÂM pour avoir la posi- 
tion du point X et, par suite, celle du plan de rupture. 

Le maximum de la résultante R est 

R 1= - /? sin (a -+- y') {a — \/flï)% 
R=:i/7sin(a-hf')ÂX'\ 
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Les considérations géométriques sur lesquelles se fonde 
cette solution sont dues à M. Poncelet [*). 

4. Restant dans les conditions du problème précé^ 
denty on demande de trouver le centre depoussée^ c^est- 
à'dire le point d'application de la pression normale sur 
le parement du mur. 

Soient /= AB la hauteur du mur, z la distance du 
centre de poussée à Tarèle de couronnement 6^ R. la pres- 
sion normale exercée sur la partie du mur qui est comprise 
entre Parête de couronnement et une horizontale située 
à la distance z ; on admet que cette pression est la près* 
sion maximum que donnent les formules du problème 
précédent appliquées à la partie du mur considérée. 

Écrivant que le moment de la pression résultante R 
autour de Tarête B est égal à la somme des moments des 
composantes, il vient 



^'■=£'' 



dz 



La question est ramenée à une quadrature. 

Pour le cas d'une terrasse dont le plan supérieur monte 
à partir de, l'arête de couronnement, en faisant avec l'ho- 
rizon un angle co, moindre que Tangle (f du talus naturel 
des terres, R. est proportionnel à z', et, par suite, on a 



-!'■ 



(*) Mémoire sur U stabilité des rcTètemeDts et de leurs fondations 
( Mémorial de VOJJieier du Génie, n» i3 ; iS^o). 
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CHAPITRE IV. 

ÉQUILIBRE DE PLUSIEURS œRPS. 



Pour un système compose de plusieurs corps solides, 
on détermine toutes les circonstances de Tëquilibre par 
Tensemble des équations qui expriment que cbacun des 
corps est séparément en équilibre, sous Tinfluence de 
toutes les forces qui le sollicitent 

SECTION I. 
iQriLiBRE sAirs frottsmeut. 

1. Trois tiges métalliques pesantes A6, A'B', Â^'B'^ 
légèrement flexibles sont enlacées entre elles comme le 
représente la figure ci-jointe, et sont sensiblement horif 
zontales. Leurs extrémités A, A% A'' s'appuient sur trois 
supports } les autres extrémités B, B'^ B^ soutiennent un 
corps pesant. On demande de calculer les pressions qui 
s'exercent entre les tiges aux points B, B', B^. 




Soient aP, aF, aP'' les poids des tiges; Q, Q', Q^ le» 
poids que portent les extrémités B, B', B'^; a, a\ a^ les 
L a«toiT. 8 
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loiiguears des tiges ^ b, V^ IP les longueurs des segments 
AB'', A'B, A'^B'; x, a/, x" les pressions qui s'exercent 
aux points B, B', B''. 

Considérons la tige AB. Au point B agit le poids P 
provenant de la pesanteur de la tige, le poids Q et le poids 
produit par la pression x^ agissant sur le levier AB^B ; 

ce dernier poids est égal à~x^. Nous avons donc 

P -h Q H- - j:" = a:, 
a 

et de même, par permutation circulaire, 

a" 
En posant, pour abréger, 

P-»-Q=:R, P'-*-Q'=rR', P* 4- Q' = R% 

les équations précédentes nous donnent 

\ aa'a" ) aar a 

1 ru K==:R'-f--7-R''-4--7R, 

(l — j)j:'=:R^-f--7r-7Rr -f- -yR'. 

\ aa'a") a" al a" 

Si a = ft'= a" et i =r V =h\ il vient 

* "— a — A * a» -f- «6 -f- A' * 
et,siR = R' = R^ 

a — b 
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Bien des en&iits savent que trois couteaux de table a 
lame un peu flexible peuvent en réalisant cet assemblage 
rapporter un poids assez considérable. 

2. Entre deux plans inclinés on place deux sphères 
homogènes, de telle manière quelles s*appuient Vune 
contre Vautre^ et que cliacune déciles touche Fun des 
plans. Déterminer la position d^ équilibre, 

. On voit d^abord que Tintersection des deux plans doit 
être horizontale, et que la ligne des centres doit être per- 
pendiculaire à cette intersection. Le problème sera donc 
résolu, si nous déterminons l'angle que la ligne des 
centres fait avec Thorizon. 

Soient R la réaction mutuelle des deux sphères, P et 
P' les poids de ces sphères, a et a' les angles aigus que 
les ;deux plans forment avec Thorizon \ admettons qne 
Tangle a se rapporte au plan qui touche la sphère P, 
dont le centre est le moins élevé. Par les points de con- 
tact entre les plans et les sphères, abaissons des perpen- 
diculaires sur Tintersection des deux plans, et pi-ojetons 
sur ces deux droites les forces qui sollicitent chacun des 
deux corps. Il vient 

R cos(« -f- 9) = P sina, 
Bcos(V— 0) = P'sîna'; 

d'où Ton tire, par Téli mi nation de R, 

** (P' -*- P) lang«' tang« 

3. Trois sphères homogènes sont placées dans Vin^ 
teneur d*une sphère creuse^ de telle sorte que les quatre 
centres soient dans un même plan verticaL Déterminer 
la position des trois premières sphères j lorsqu elles sont 
en équilibre. 

Soient C le centre de la sphère creuse, c,. c\ d' ceux 

8. 
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des trois autres sphères, P, P', P*' les poids de ces sphères, 
dj d\ d" les distances de leurs centres k celui de la 
sphère creuse, 9 l'angle que Qd forme avec rhorizon, a 
Tangle cC(/, a^ Tangle d'Cd. Admettons que les lettres 
(/, d' se rapportent à la sphère qui est touchée par les 
deux autres, et que la verticale du point C passe entre les 
points c, {/. 

Nous pouvons considérer Tensemble des trois sphères 
intérieures comme ne formant qu^un seul corps solide; 
car ce corps sera en équilibre, si chacune des trois sphères 
est séparément en équilibre. Prenons par rapport aa 
point C les moments des forces qui sollicitent ce corps 
composé. Il vient 

Prfcos(0 -1- a) -h Pd' cosG -h Vd' cos(G — a") = o; 

d'où 

_ Vd COSa -h "^d' -f- P^rf^ cosa^^ 
^°^ "~ Vd sina — P" rf*' sina'' 

Cette relation suffit pour déterminer la position d'éqm- 
libre, car toutes les quantités qui entrent dans le second 
membre s'expriment aisément en fonction des rayons des 
sphères, lesquels sont connus. 

4. Deux barres pesantes et homogènes reposent leurs 
extrémités inférieures sur un même plan horizontal, et 
appuient leurs extrémités supérieures l'une contre 
Vautre, On admet que la petite surface de contact entre 
les deux extrémités est dans un plan "vertical^ et que les 
extrémités inférieures ne peuvent glisser sur le plan qid 
les supporte. Déterminer la position d^équiUbre» 

Soient P, V les poids des deux barres, 0, ff leurs in- 
clinaisons à l'horizon, et R leur réaction mutuelle, qui 
est horizontale. 

Si l'on prend leç moments des forces qui sollicitent 
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diaqoe barre, autour de reztrémité inférieure, il vient 

PcosO = aRsinO, 
P'cosd'nzaRsinO'; 
d'où 

P^_ tengO 
F~ tango'* 
FmANCHiNi, Memorie délia Società italiana^ 
t. XYI, part. 1, p. 287; 181 3. 

8. Deux cylindres sont lies Vun contre Vautre par un 
fil inextensible. Déterminer le rapport de la tension du 
Jil à la réaction mutuelle des deux cylindres. 

Considérons la section faite par le plan qui contient le 
fil et qui est perpendiculaire aux cylindres. 

Soient aoE Tangle au centre sous-tendu par Tare que 
le fil recouvre sur le plus petit des cercles de section, r et 
r' les rayons dexes deux cercles, T la tension du fil, et R 
la réaction mutuelle des deux cylindres. 

Si nous projetons sur la ligne des centres les forces qui 
sollicitent Tuu des cylindres, il vient 

R=T / cosa£/a=aTsîna; 

t/— a 

d'ailleurs, si Ton suppose r> r', la Géométrie nous donne 

COSa= ;, sina=^ ; i- zzr — i ;: 

par conséquent, 

T __ r-hr' 

6. Deux fils inextensibles sont attachés en un même 
point fixe\ Vun supporte une sphère^ Vautre soutient 
un poids qui pendau^^dessous de la sphère sans la 
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toucher. Déterminer Vangle que le premierfilfaMi avec 

la verticale. 

Soient P le poids qne soutient le second fil, Q — P le 
poids de la sphère, a le rayon de la sphère, et h la dis- 
tance du centre au point de suspension. 

L*angle cherché est arc ^îi^ ( ^ ] * 

7. Une tige rigide et sans poids ACB est liée à deux 
points fixes A, C, et porte un poids P à son extré^ 
mité B. Déterminer les pressions exercées sur les deux 
points fixes. 

Soient a la longueur de la barre, a son inclinaison sur 

la verticale, h la distance AC des deux points d'attache, 

F et G les pressions parallèles i la barre qui sont exercées 

sur les points A et C, R et S les pressions perpendiculaires 

i la barre qui sont etercées sur les mêmes points. 

On trouve 

F-+-G = Pcos«, 

S = -7 P sina, R = — r — Psina. 
o à 

L*une des pressions F, G est arbitraire. 

8. Un cylindre creux, très-mince^ de rayon r', ouvert 
à ses deu^ extrémités^ est posé debout sur un plan hori- 
zontal. On place dans l'intérieur deux sphères égales^ 
dont on connaît le poids P, et le rayon r plus grand 

r' 
que — • Quel doit être au moins le poids du cfflindre pottr 

que celui-ci reste debout après l'introduction des sphères? 
Le poids du cylindre doit être égal ou supérieur à 

9. Deux sphères inégales sont suspendues aux deux 
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extrémités iun fil très^minee^ engagé dans un petit 
anneau. On conçoit que les deux sphères puissent être 
en .équilibre^ si elles se touchent^ et que le centre de la 
plus légère soit plus bas que celui de la plus pesante. 
Prouver que dans cet état d^ équilibre les distances des 
centres des sphères à tahneau de suspension sont en 
raison inverse des poids de celles-ci. On néglige le poids 
du fil, son frottement sur Vanneau^ et le frottement des 
sphères entre elles. 

SECTION IL 

AQUILIBRB AYEC FEOTXBICEIIT. 

1. On place une splière pesante et homogène dans 
Viniérieur d^un angle dièdre, dont rareté est horizon^ 
taie y et qui est formé par deux lames égales et rectan^ 
gidaires^ libres de tourner autour de l'arête commune. 
Les bords extrêmes des deux lames sont léunis par un 
fil dont on augmente graduellement la tension. Déter- 
miner la "valeur qua cette tension lorsque la sphère com- 
mence à prendre un mouvement ascendant. 

Admettons, pour plus de simplicité^ que les deux 
lames soient homogènes \ nommons Q le poids de chacune 
d'elles, a a leur inclinaison mutuelle, a a la longueur de 
leurs côtés inclinés, R, R^ et F, F' les pressions normales 
et les frottements qu'elles exercent sur la sphère, f£, (i 
les coefficients de frottement, P le poids de la sphère, r 
wa rayon, et T la tension du fil. 

Lorsque le système est en équilibre, son centre de gra- 
vité est situé dans le plan vertical qui contient Tarête 
fixe; d*où il suit que les deux lames font des angles égaux 
avec l'horizon. De plus, la symétrie du système montre 
que Ton a 

R'=R et r = F. 
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Ceci pose, projetons sur la verlicak les forces qui sol- 
licitent la- sphère, et prenons antour de l'arête fixe les 
moments des forces qui sollicitent la première lame. U 
vient 

sFcosa + P = 2Rsina, 

Rrcota + Qasina= sTacosa. 

La sphère ne peut prendre un mouvement ascendant sans 
glisser sur Tune des lames; par conséquent, elle commen- 
cera à monter lorsque le frottement F sera devenu égal à 
la plus petite des quantités jxR, yL'B!. Supposons que p 
soit inférieur à fx' ; alors la sphère commencera par glisser 
sur la première lame, à laquelle se rapporte le coeffi- 
cient ^, et elle roulera sur Tautre face du dièdre. A cet 
instant on aura, diaprés les équations précédentes, 

R = — ^— , 

a(sina — /Acosa) 

4asma(siQa — ftcosa) a ° 

ou, si Ton pose fx = tange, 
^ Pcosc ^ Prcosf I ^ 

R= ^-: r> T = 7 : :—, ^, •+- - Q taUga. 

2sm(a — t) i^asmasin[a — t) 2 ^ 

2. Deux roues égales O, O^, situées dans un même 
plan vertical, sont posées sur un plan incliné^ leurs 
axes sont réunis par une barre homogène^ gui porte en 
son milieu un poids Q ; Vune des roues O est enrayée, 
r autre est libre. Quelle est la plus grande inclinaison 
du plan qui soit compatible apec V équilibre du chariot? 

Soient rie rayon des roues, P leur poids, aa la lon- 
gueur de la barre qui unit les axes, q le poids de cette 
barre, X et Y les composantes de la réaction de la roue 
libre sur la barre estimées suivant une parallèle et suivant 



Boe perpenàicnkire au plan incliné, R et R' les réac- 
tions normales du plan sur les deux roues O et O', (f Tin- 
dinaisou du plan, (i le coefficient de frottement entre le 
plan et la roue O . 

Considérons Tensemble de la barre et de la roue en- 
rayée, comme ne formant qu'un seul corps; et supposons 
'que ce corps soit sur le point de glisser. Si nous proje- 
tons les forces qui le sollicitent, d'abord sur une perpen- 
diculaire au plan incliné, puis sur une parallèle, et que 
nous prenions leurs moments par rapport à Taxe de la 
roue, il vient 

R -f- Y = (P -h Q -h ^) cosy, 
fiR— X=r:{P-hQ-4-^)sinç, 
fiRr -h 2a Y =1 (Q -h ^) fl cos ç . 

Prenons maintenant les moments des forces qui solli- 
citent la roue libre, par rapport à son point de contact 
ayec le plan. Nous trouvons 

Xr=Prsinç, 

L'élimination des quantités X, Y, R, entre les quatre 
équations qui précèdent, nous donne la tangente de Tin- 
clinaison cbercbée 

fia 

tongç=,-^ -' 
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3. Deux barres égales AC, BC sont réunies en C par 
une charnière sans frottement, et leurs extrémités infé' 
Heures reposent sur un plan horizontal. On connaît 
par obsen^ation la plus grande 'valeur ^ de V angle ACB 
qui soit compatible avec V équilibre, et Von veut avoir 
le coefficient de frottement entre les extrémités injé^ 
Heures et le plan . 

Ce coefficient de frottement est égal à *- tang -• 
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4. Varcanseur-cale, imaginé par M. Bloiin pomr 
empêcher le recul des 'voitures, se compose d'un^ dge em 
fer OM mobile autour d'un axe horixonial O, gui est 
solidement implanté dans le châssis de la toiture, aU" 
dessus de la roue. U extrémité lA de la tige est pUée 
horizontalement en forme de crocltet^ 

Quand on "veut se sentir de cet appareil, on laisse 
tomber la tige en arrière de la roue^ le crochet s^ arrête 
contre la jante un peu plus bas gue V essieu, et la presse 
par r effet de la pesanteur, à la manière d'un léger 
frein, 

ji quelle condition doit satisfaire cet appareil pour 
que le frottement du crochet sur la jante s^ oppose à 
tout mouvement rétrograde de la roue? 

Soient C le centre de la roue, OA une perpendiculaire 
Fig. 18. ^ MC,'jx le coefficient de frottement 

au départ entre- la roue et le crochet, 
R la pression normale de la roue sur 
le crochet. 

Supposons la roue immobile, et 
imaginons qu'on exerce sur elle un 
effort tendant à la faire rétrograder 
dans le sens de la flèche. La tige reste 
en équilibre sous l'action de son poids, de la pression R 
dirigée dans le sens du rayon CM, et d'une résisUnceau 
frottement dirigée suivant la tangente au cercle dans la 
direction MF. 

Nous représenterons par Pa le moment du poids de la 
tîge relatif à l'axe O, et par fx'R la résistance au frotte- 
ment, fx' sera une quantité positive, croissant avec l'ef- 
fort exercé, toujours inférieure ou égale à (i. 
L'équation des moments relatifs au point O est 

P« -f- p'R.MA — R.ÔA = 0. 




On en lire 
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Va 



ia3 



OA — fA'MA 



D'après cette formule on volt que la pression R augmente 
en même temps que ftf avec TefTort exercé pour impri- 
mer à la roue un mouvement rétrograde , et devient 

infinie qnand 

._0A 
^ """MA* 

n s'ensuit que dans le cas où fi est égal ou supérieur à 

— le mouvement rétrograde est impossible. 

La condition cherchée est donc que Taugle de frotte- 
ment arctangfi soit inférieur à Tangle aigu que la tige 
fait avec le rayon de la roue mené au point de contact. 
U est aisé de voir que l'appareil n'oppose à la marche 
de la roue en avant qu'un léger frottement dont la valeur 
est 

OA -h f»MA 

5. O et O' sont deux roues dentées formant un en- 
grenage ^ les dents en prise sont MN et MN'. Les cir^ 
Fig. 19. conférences prinutii^esj dont 

les centres sont O et (Yj se 
touchent au point A. La pre-- 
mière roue conduit la SO" 
conde. 

Il s^agit de démontrer que, 
quel que soit Veffort exercé 
sur la roue motrice pour la 
faire tourner dans le sens de la /lèche, le mouvement 
n*aura lieu qu'à la condition que V angle de frottement 
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au départ entre les deux roues, arctang fi, soit plus 

petit que l'angle AMO^ 

Quand celte condition n'est point satisfaite, il y a ore- 
bouiement entre les deux roues. 

SECTION IIL 

ÉQUILIBaB DBS STSTÈXBS AaTICULÉS* — POLTGOHE 
FUKICULÂiaE. 

i. Plusieurs tiges rigides et sans poids sont réunies 
bout à bout par des charnières, de manière à former un 
polygone plan à angles vatiables. Chaque tige est sol- 
licitée par une force proportionnelle à sa longueur^ ap- 
pliquée en son point milieu, et qui est dirigée suivant la 
perpendiculaire menée dans le plan de la figure. Quelle 
est la forme du polygone lorsque le système est en équi" 
libre? 

Fuss, Mémoires de Saint-Pétersbourg^ 1817-18189 p. 46* 

Soient A, B, C, D, "etc., les sommets du polygone; 
Fig. 90. p^ q, r, etc., les réactions mutuelles 

y^ qui ont lieu entre les côtés qui abou- 
tissent aux sommets A, B, C, etc.; 
Aa, aB|3, (SG/ les droites suivant 
lesquelles sont dirigées ces réactions; 
P, Q, R, etc., les forces appliquées 
aux côtés AB, BC, CD, etc. 

La tige BC éunt en équilibre sous 
Faction de la force Q et des réactions 
q et r dirigées suivant B^ et C^, il 
s'ensuit que ces trois forces se ren- 
contrent en un même point, que le 
triangle B^C est isocèle, et que les 



A. 
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De plus, la réaction q^ estimée en sens contraire de la 
force Q, est égale à, la moitié de cette dernière force, c'est- 
à-dire que Ton a 







78ÎdCBP=:-Q; 


de même, 




/isiDAB«=:-P, 


et, par suite, 




8ÎnCBp_BC 
sinABa BA 


Dans le triangl 


e ABC on a pareillement 






sinCAB BC 






sinACB"~"BA' 


d'ailleurs. 








CBp 


-h AB« = CAB-4- ACB; 



par conséquent, 

GBp = CAB et ABa=:AGB. 

Faisons passer une circonférence par les points A, B, C. 
D'après la relation que nous venons de trouver, elle est 
tangente à la droite a^. Puisque les triangles AaB et 
Bj3C sont isocèles, elle est aussi tangente aux droites Kcl 
et pC. Cette même circonférence passe par les autres 
sommets du polygone et est tangente aux droites suivant 
lesquelles s'exerce la pression à ces sommets; car si nous 
faisons passer une circonférence par les sommets B, C, D, 
elle aura avec la première circonférence deux tangentes 
communes aux deux mêmes points B, C, et par conséquent 
se confondra avec elle. 

D'après cela, quand l'équilibre a lieu, le polygone est 
inscriptible, les pressions mutuelles des tiges aux articu- 
lations sont: dirigées suivant les tangentes au cercle cir- 
conscrit, elles sont ^ales entre elles; le raj^rt de la 
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force Q appliquée au c6të BC, a la pression q qui aV-zerce 
entre deux tiges, est égal a a sinCAB) est ^al au rapport 
du côté BG au rayou du cercle circonscrit. 

2. Un quadrilatère ABCD est formé par quatre tiges 
ï^>B« 21. rigides et sans poids, qui peat^ent 

tourner librement autour des som- 
mets comme charnières ; deux ^Is, 
AC, BD, dont on connaît les ten- 
sions T, S, joignent les sommets 
opposés. On demande la condition 
^"^"^ géométrique que le quadrilatère 

doit vérifier pour que V équilibre ait lieu, 

EuLKEy Acta Acad, Petrop., 1779; part, zi, p. 106. 

Soient O Tintersection des deux diagonales, et N la 
réaction mutuelle qui a lieu entre les points A, D par 
l'intermédiaire de la tige. 

Prenons autour du sommet B les moments des forces 
qui sollicitent la tige AB. Il vient 

N.BDsîn(ADBj = T.B08În(B0C). 
On aura de même, pour le sommet C et la tige CD, 

Tî. ACsîn (CAD) = S.œ sîn (BOC), 
d'où 

T.BO _ BD.rin(ADB) _ BD.sin(ADO) _ BD.AO 

AC.8in(CAD} AC.sin(DAO) 

T BD.AO.CO 



S.CO .^ . ,/\ .^ . ,<r\v ' AC.DO' 



S AC.DO.BO 



Cette condition est nécessaire pour l'équilibre; de plus, 
elle est suffisante, car si les côtés AB et DG ne tournent 



Fîg. aa. 




pas autour des sommets A et C» le quadrilatère ne se dé- 
forme point» 

3. Un quadrilatère ABCD est formé par quatre tiges 
rigides et sans poids, qui peu^ 
vent tourner librement autour 
des sommets comme charnières^ 
les tiges contiguës sont réunies 
deux à deux par des fils att^ 
bPj cy^ dSj dont on connaît les 
tensions A, B, C, D« Quelle est 
la condition géométrique que le quadrilatère doit véri- 
fier pour être en équilibre? 

La force A, qui est appliquée au point a, peut se dé- 
composer en deux forces parallèles : l'une appliquée en A 
et 1 autre B' appliquée en B. Cette dernière est égale A 

£Ue peut à son tour se décomposer, d'après la loi du 
parallélogramme, en deux forces : l'une dirigée suivant BA 
et appliquée en A, l'autre B'"^ dirigée suivant la diago- 
nale BD. Cette dernière est égale à 



B' 



sinÂaa 
sioABD* 



Or les triangles Kaa et ABD nous donnent 



sinAna .Aa 



sînA 



BD 



sinA 



aoi 



siaABD AD 



Il s'ensuit 



^ jAa.Ac.BD 
B^ ^3 A - 



AB.Uft.AD 
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Décomposons de la même manière la force A, qai est 
appliquée an point a, en deux forces appliquées en A et 
une force D^ appliquée en D, dirigée suivant DB. 

La somme des moments des deux forces A égales et 
contraires appliquées aux points a et a, étant nulle par 
rapport à tout point de l'espace , il en résulte que les com- 
posantes W et D^ sont égales et contraires (*)j et que les 
quatre composantes appliquées au point A se font équi- 
libre. 

On voit donc que nous pouvons remplacer le fil aa par 
un fil dirigé suivant la diagonale BD, et dont la tension 
sera 

— Aa.Ag.BD 
aa.DA.BA* 

Nous remplacerons pareillement le fil cy par un fil 
dirigé suivant la même diagonale BD, et dont la tension 
sera 

- Cy.CcDB 
c7.BC.DC* 

Les deux fils aa, cy se trouvent alors remplacés par un 
seul fil dirigé suivant la diagonale BD, et dont la tension 
est égale à la somme 

— Aa.Ag.BT) - Cy.Cc PB 
aa.DA.BA"^ c-y.BC.DC' 

Aux deux fils b^^ddy nous substituons de même un seul 
fil dirigé suivant la diagonale AC, et dont la tension est 
égale à la somme 

g Bp.B^.CA -j P^.D</.AC 
^p.AB.CB"^ £/d.CD.AD" 



(*) On reconnaît, en effet, que la valeur de B' ne change pas par li 
permutation de B en D^ et de « eh oc. 



STATIQUE. 'lap 

Nous rentrons ainsi dans le problème présent, et» 
d*après ce problème, la relation cherchée est 

OB^/ B.Bp.B^ D.D^.Drf V 
j^^ \bp.Ah.CB *^ dS.CD.AD/ 

OA.OC / Â.Aa.Aa C.Cy.Cc X 
"~ Âc' \«a.DA.BA"'"c7.BC.DC/ 

EuLKEy ^cla A Cad, Petrop,, '779» P^rt. xi, p. io6. 

4. (Quatre barres égales et homogènes AB, BC, CD, 

Fig. 23. DE, réunies bout à bout par des 

charnières B, C, D, sont en équi^ 

libre dans un plan 'vertical; les 

extrémités A, E sont engagées 

dans deux charnières situées sur 

une même horizontale; on con^ 

nait la distance AE, ainsi que la hauteur du sommet D 

au'-dessus de Vhorizontale AE. Déterminer les condi' 

tiens d^ équilibre. 

Soient a et i3 les angles que forment avec Thorizon les 
deux barres inférieures AB, ED et les deux barres supé- 
rieui-es BC, DC. 

La seule condition d'équilibre est 

tanga = Stangp. 

Du sommet C abaissons une perpendiculaire CF sur 
rhorizontale AE. Soient CF=n, AF=EF=ft, et x, y 
les distances du sommet B aux deux droites CF, AF. On 
trouve, dans le cas d'équilibre, 

II» 4- ay — (a* -h fl> A» -f. b^Y 

X=l ^ 7 9 

2,b 




j^= i i 

2a 



I. »• iDIT. 
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Ces dernières formoles ont été données par Couplet dans 
ses Recherches sur la construction des combles de char- 
pente (*). 

8. Polygone Jitniculaire. — Soient : 

MoMiMi... M«^i M« un polygone funiculaire en équi- 
libre 5 

Pi» P»)*--9 P»-i les forces appliquées aux sommets Mi, 
M,,..., M..,-, 

Ti, Tt,..., T. les tensions des cordons M»Mi, Ml Msf. M 
M^iM.. 

On peut supposer le polygone solidifié, et l'équilibre 
ne cessera pas d'avoir lieu. Or l'équilibre d'un corps so- 
lide exige que les projections des forces sur une direction 
quelconque fassent une somme nulle ; donc les projections 
des forces P et des tensions extrêmes Ti, T„ sur une di- 
rection quelconque font une somme nulle. Par suite, si 
Ton trace, à partir d'un point arbitraire, des droites con- 
sécutives parallèles et proportionnelles aux forces T|, 
Pi, Pfv? Pn-t, T„, ces droites formeront un polygone 
fermé. 

Ce que nous disons pour le polygone funiculaire entier 
s'applique à une portion quelconque de ce polygone. Il en 
résulte que les diagonales du polygone des forces qui 
joignent le sommet (Ti, T„) aux sommets successifs 
(Pt, Pt), (Pli P»)v.-î (Pn-i, Pn-i), sont parallèles aux cor- 
dons Ml Ml, Mt Ms, . . . 9 M^_t M«i.t et proportionnelles i 
leurs tensions T9, T| , . . . , T|^s • 

6. Ponts suspendus. — Appliquons ce théorème an 
polygone formé par chacune des chaînes d*un pont sus- 
pendu. Considérons la portion de la chaîne qui est corn- 

{*) Mémoires de VAeadémie des Sciences de Paris, 1731, p. 6^. 
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prise entre deuit sooinieu M^» M., situés à la même 

hantemr, mais d'ailleurs 
qocloanqnes, et frisons 
abstraction du poids de 
la chaîne. Les forces P 
sont toutes verticales; 
par suite, le polygone 
est plan; ces forces 
agissent a égales dis- 
tances; de plus, elles sont égales entre eUes, sinon le 
tablier tendrait à se courber. 

D'après cela, portons sur une* droite ^verticale M^ A» 
des longueurs égales Mo Ai, Ai At» etc^ en même nombre 
que les côtés du polygone considéré^ des extrémités Mo, 
A» de V ensemble de ces longueurs ^ menons deuxparal'^ 
lèles aux côtés extrêmes^ et joignons V intersection Mi 
de ces deux lignes aux points de division Ai, Atf etc. 
Les lignes MoMi, A| Mi, AfMi, etc.^ seront parallèles 
aux chaînons successifs^ proportionnelles à leurs ten'^ 
sionsj et aussi proportionnelles à leurs longueurs (*). 

Quand on se propose de construire un pont suspendu, 
on ne se donne pas à priori TaDgle de Tun des chaînons 
MoMi avec la verticale; mais plutôt on choisit convena- 
blement la hauteur de rextrëmité M^ au-dessus du chai- 
non horizontal MsM«. Dans ce cas^ pour trouver la direc- 
tion du chaînon MoMi, on observe que ce chaînon et 
le chaînon horizontal supportent en définitive la moitié 
d^une portion du tablier dont les extrémités dépassent de 
quantités égales les projections des sommets Mj , M, ; d*oiî 
il suit que les directions M^Mi, M4MS doivent. se couper 
sur la verticale du centre de gravité de cette portion du 



(*) Lamé et Clapetbon^ Journal des voies de eommuaieation; Saint-Pé- 
tenbours, 1827, n® 6. 

9* 
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tablier» c*est-à^lire à égale distance des verticales des som- 
mets Mif Mf Dès lors, ces verticales étant connues, on a 
deux points de la direction cherchée M^Mf Pour tracer 
le polygone» il ne reste plus qu'à placer bout à bout, à la 
«uite de la ligne M^Mt, des droites %ales et parallèles aux 
obliques AiMi, AiM], etc. 

Soient a la longueur d*un chaînon en projection hori- 
zontale, b la longueur M^ Ai ou la diiTérence entre les pro- 
jections verticales de deux chaînons consécutifs, et O le 
milieu du chaînon horizontal. Prenons la verticale OX 
pour axe des x et Thorizoutale OA^ pour axe des j^* 

Les coordonnées du point Ma sont 

a 

x=o, r = -; 

celles du point M| sont 
celles du point Mi, 

2 

celles du point M^, 

xz^b-^nb -hib. Y = — h 3a; 

et généralement celles du n'^"*' sommet a partir du chaî- 
non horizontal sont , 

« = [1 -h 2 -H 3 -+-...-!-{« — i)] A, jr:= a. 

Éliminant n entre ces deux équations, il vient 

2 a' a^ 

C'est Téquation d'une parabole. 
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. Les âommeta du polygone fonn^ par lea chaînés aont 
donc anr une même parabole dont l'axe est vertical et 

dont le paramètre est égal ^ "r* . 

On peut observer que tous les chaînons sont tangents 
in leur point milieu à une même parabole égale à la pre- 
mière. (Foi'r chap. V, sect, ii, prob, 10.) 

7. Quatre barres AB, BC, CB,, Bj Aj sont articulées 
entre elles aux points B, C, Bi situés dans le plan ver* 

tical de la figure. De 
plus, elles sont reliées 
par les tirants AC, BBi , 
CA| \ et tout le sy^stème 
repose par les extrémi- 
tés A, Al sur un plan 
horizontal. Les pièces 
AB et BC ont respectivement les poids P e£ Q égale» 
ment répartis sur leur longueur; tout est symétrique de 
part et d'autre de la verticale CD; on néglige le poids 
des tirants. 

Calculer les tensions tu, n des tirants AC, BBi et les 
pressions p et q qui s'exercent aux articulations B et C. 

Soit BG une perpendiculaire sur AC, et x Tinclinaison 
de la pression p sur Thorizontale. 
On trouve 




^_ (PH>aQ)Ag 
'"- ÏBG ' 



pCOSX: 



AD 



amBG + Q.FD 

1="' = icË— ' 

CD ' 
/i sin « = Q + m —77 • 



8. Une tige horizontale ADB porte un poids Q à son 
extrémité B, et est soutenue par une seconde tige CD; 
les extrémités AetC sont fixées sur une même verticale. 
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et sent munies de charwièrts, ainsi ifue le point de jonc* 
tion D. Déterminer la pression exercée à Vesttréndti C 
de la seconde tige. On neigera le poids des deux tiges. 

Soient H la composante horizontale de la pression cher» 
ehée, et V la composante verticale. 

On trouve 

et, par conséquent, la pression totale est 

\AC AD J 

9. Deux barres égales et homogènes sont réunies par 
une charnière; on place le système sur un cylindre horv- 
zontat, de telle sorte que les deux barres forment un 
angle circotiscrit à la section droite du cylindre. Quel 
est V angle des deux barres dans la position d^équilibre? 

Soient a a la longueur de chaque barre, r le rajen du 
cylindre, et a0 l'angle des deux barres. 
L'angle 9 est déterminé par Téquation 

rco$0 = tfsin*9. 

10. Un quadrilatère, formé de quatre tiges assemblées 
à leurs extrémités par des charnières, doit avoir deux 
côtés parallèles, si Von veut quWl ne se déforme pas 
quand on tend des fils entre les milieux des côtés 
opposés. 
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CHAPITRE V. 

ÉQUILIBRE D'UN FIL FLEXIBLE. 



Galilée {*) chercha le premier à délcrminer )a forme 
qa^affecle un fil flexible et pesant, lorsqu^il est soutenu par 
ses extrémités. H crut pouvoir annoncer que la courbe est 
une parabole; c^est quen eflet, dans le voisinage du point 
le plus bas, la courbure du fil ressemble k celle d'une pa- 
rabole. La méprise de Galilée ne tarda pas à être signalée* 
Joachim Junglus (**) fit d'abord des expériences qui mi- 
rent en relief Terreur du célèbre physicien^ puis Jacquea 
El^rnoulli (**^) traita la question par l'analyse avec un 
entier succès. Ce dernier porta le défi aux géomètres de son 
temps de résoudre le problème de la chainette^ c'est ainsi 
qnMl nommait la courbe décrite par le fil. Trois des con- 
currents trouvèrent la solution : ce furent Jean Bernoulli, 
Leibnitz et Huyghens; Jacques Bemoulli prouva de son 
cAté qu^il avait Ini-mème r^lu la question. Ces solu-^ 
tions furent données sans calculs dans les jieta erudiîo^ 
niJit pour Tannée 1691 (jnin| p. a^S-aSa). La première 
démonstration ne parut que six ans pins tard dans lev 
Philosophical Transactions; elle est de David Gregory. 

Après avoir discuté la forme de la chainette décrite pap 
on fil homogène et d'épaisseur constante, Jacques Heh* 
noulli (^^^^^ dirigea ses eflforts sur des cas plus compli- 



ce) MeehMieê, dUlc||0 II, p. i3i. 

(**) Geometriea empiriea. 

{***) AcU erudiÊomm; LIpt., 1690; mal, p. 217. — Opérm, 1. 1, p. 4^4* 

(""*" ) Àeta eruditorum^ Upt., 1691 ; juin, p. 389. -* Operm, U I, p. 449- 
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qués. Il se donna à Tcdonte la loi suivant laquelle varie l'é- 
paisseur d*un fil^ et détermina la courbe décrite par ce fil ; 
réciproquement, il se donna la courbe, et chercha la loi 
suivant laquelle varie Tépaisseur; puis il considéra un fil 
pesant et extensible, en admettant la loi expérimentale 
de Hooke ('*), savoir, que la dilatation linéaire d'un fil est 
proportionnelle i sa tension. Toutefois Jacques Bemoulli 
ne publia pas les démoustrations des résultats auxquels il 
parvint; son frère Jean (**) dut y suppléer. 

Quant aux conditions générales de l'équilibre d'un fil 
flexible, Herman (***^ fut le premier à s'en occuper; 
mais ses travaux ne sont point exempts d'erreurs. Plus 
tard, Jean Bernoulli (^**^) traita celte question avec sa 
supériorité habituelle; il s'attacha principalement à con- 
sidérer un fil soumis à des forces qui sont dirigées vers un 
Centre fixe. 

SECTION 1. 

coirniTXONs oêsAriles de l'équilibre d'un fil flexible 

ET inextensible. 

Soient APpB un fil parfaitement flexîUe, a*, jr^ z les 
coordonnées du point P, x -f- dxr, y + iy^ jb + ^r les 
coordonnées du point infiniment rapproché p, s la lon- 
gueur du fil AP comptée & partir d'un point fixe A, d^ la 
longueur de l'élément P^. 

Concevons que l'on isole l'élément Pp, en supprimant 
1^8 portions de fil AP, B/?* Alors, pour maintenir l'élé- 
ment Vp en équilibre, il faudra appliquer en P une force 



(*) De potentia reititutiva, 

(**) Lectiones maihemai, in usum HospitmUL Opéra, UUI, lect. kxxtiu, 

XXXIX, XL, XLI. 

.(*«*) Pkoronùmim, Hb. I, cap. m, et Appendice, $ V. 
(♦»«») 0/9fra« t. IV, p. a34. 
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que nous désignerons par t^etenp une force représentée 
par t-^it. Ces forces sont les tensions du fil aux points 
considérés* 

La première tension a pour composantes suivant les 
axes 

djp djr tiz 

di ds dt 

et les composantes de la seconde sont 

dx d. / da:\ ^ dr d. / dr\ ^ 

'd;^z\!d;)^'^ 'i-^di['£)^'^ 

d./ dz\ ^ 

diVdi}^'' 



dz 

'5 



Soient X, T» Z les composantes parallèles anx axes de 
la force rapportée a l'unité de masse, qui est directement 
appliquée à la molécule P. Nommons m la masse du fil au 
point P rapportée à Tunité de longueur^ ou, ce qui est la 
même chose, le produit de la section du fil en P par la 
densité qui existe en ce pointé 

Les composantes des forces directement appliquées à 
Télément Vp seront 

\m9s, Ym9Sf ZmSs* 

Dès lors nous aurons trois équations d'équilibre, si nous 
écrivons que la somme des projections sur chaque axe de 
toutes les forces qui sollicitent l'élément Vp est nulle. Il 
vient 



d. ( dx\ 
diVd7) 



-H IWX = Oy 



w 1(4)*-'^=- 



d. l dz\ 



+ mZ :=:= O. 
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Si Ton éUoiixie t, oo irouvie 

cLr I mYds = djr j mlLds^ 
djr f mZds = dz j m Yd>, 
d$ j mXds^=dx I mZds. 

Deux quelconques de ces dernières équations représentent 
la courbe décrite par le fil. 

CoEOLLliRX I. — Intégrons les équations [a) par rap- 
port à 5, et ajoutons lés carrés des résultats, en ayant 
égard k la relation 

dx^ dy^ dz" 

nons trouvons 

1»= ( CmXds\\ ( Çmrds\\ ( ÇmZd$\\ 

Cette formule nous fait connaître la tension. 

Oa peut encore obtenir la tension sous une antre forme. 
En effet, multiplions les équations (a) respectivement par 
dx^ dy^ dz^ et ajoutons les produits, en observant que 
Téquation (b) nous donne par diflférentiation 

dxd^x dyd^ dz d^z _ 
'Z'dF'^'di ds^^di'd?'^^* 
il vient • 

m{yidx -H Ydf -+- Zdz) -H oonst. 



'=-/" 



Ces deux formules ont été données pour la première fois 
par Fuss dans les Mémoires de Saint^Pitersbourg (17949 
p. i5o, i5i). 

CoROLLAiHs n. — Quand le fil entier sera situé dans un 



même plan, nons prendrons ce plan pour celni des ocji 
et la eonrbe sera représentée par la seule équation 

dx I mYds=.dy 1 mUds, 

SECTION U. 

FIL SOLLICITÉ PÀft DBS FORCES PARALLÈLES. 

1 • Un fil flexible et pesant est attaché par ses extré^ 
mités en deux points fixes; la masse m rapportée à 
Vunité de longueur varie d'un point à un autre, ^uiV^nt 
une loi donnée. Trouver Véquation de la courbe formée 
par le fil. Réciproquement^ la courbe étant donnée, 
déterminer la loi-suivant laquelle varie la masse, " 

Le IBI sera tout entier situé dans un plan vertical. 

Prenons l'axe des x horizontal, et Taxe des y vertical 
dirigé de bas en haut; oDuservons pour le reste la nota- 
tion employée dans la section précédenie. 

Ici . 

X = o, Y = -ff, 

et les éqoations (a) se réduisent anz suiTantes : 



d l dx\ 

(0 â('S)=-^ 



La première équation donne 
dx 

(2) t-j- = CODSt. = C. 

Or, au pwnt le plus bas de la couil>e, ou a — = i ; par 
cométpmBtj si Ton nomme r k tension da fil en ce point, 

€=rr. 
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et réqnaticm (a) devient 

dx 

(3) '^ = - 

Éliminons t entre cette dernière formule et Téqua- 
tion (i); nous obtenons 



Au point le plus bas de la courbe, ^ = o ; par consé* 
quent, si Ton nomme a la vsjeur de s correspondante à 



ce point, on aura 



•=^X'" 



*ê=r/,'^* 



Telle est Téquation différentielle de la courbe. Pour Tin- 
tégrer, il faut connaître l'expression de m en x, y^ s. 
Diffërentions cette dernière formule^ il vient 

Cette équation fera connaître la masse m, lorsqu^on aura 

Téquation de la courbe. 

La tension est 

ds 

jBàH BBairoinxi, Leetiones mathemaUcœ, 
lect. 38, 39, 4oi Û/Mfnf, t. m. 

. SL Unfilflùxible et pesant est attaché par ses ^xtrê^^ 
màés en deux points Jixes} la niasse rapportée à Vanité 
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de longueur est en chaque point inversement propor* 
tionnelle à la racine carrée de l'arc qui sépare ce point 
du point le plus bas. Déterminer la courbe formée par 

Conservons la notation du problème précédent, et 
comptons les arcs à partir du point le plus baS| lequel 
sera pris pour origine des coordonnées. 

Soit p la masse correspondante k reztrëmité de Tare c. 
Ona 

Posons, pour abréger, 
Alors 

±-Jt, l±\-'- 

différentiant, 



. d. Idyy ds / dy* 

C est mie constante que Ton détermine par la condidon 
que Ton ait à la fois 



JF = o et -î^ = o. 
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Ilyieiit 

ou 

et par intégration, 

— 2pMog[j?-hap -h(^-t-4P*) J- 

On détermine la constante C par la condition que la 
courbe passe à Tori^e ; cela donne 

C' = -2pM0g(2p), 

d'où 

«/. «X /-; — 7T- «,i «-l-2p-h^j:»-4-4P« 

aPr = -W-+-2P)^''-+-4P-»^-2pMog ^—^ îtiL.. 

Telle est Téquation de la courbe. 

CoaoLLAiKE. — L'équation (i) donne 
ds j:-*-2p 

S"" 2p , ' 

par conséquent la tension a pour valeur 

ds T , -. 

Jean Bebnoulli, X^r. mathem,; Opéra, t. III, p. 497* 

3. Un ^l flexible, dont les extrémités sont fixées sur 
me même ligne horizontale, prend la forme d'une demi^ 
circonférence, sous V influence de la granité. Déterminer 
la loi suivant laquelle la masse du fil rapportée à V unité 
de longueur varie 'd^un point à un autre* 
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ConsenroDS la noutioD du problème précédent, «I soit 
a letayon de la circonférenœ» 
L'équation de cette courbe est 



On 


en tire 












dx 


X 


^'y - 


û» 






^a^ — x'^ </x» 


3' 






ds 


a 










dx 


>la* — x^ 


î 




et, 


d'après le 


problème 


I, équation 


(4), 






m = 


d^r 

T dx^ 


T a 


ta 






g a^^x* 


'§{"- 


tY' 






djc 









Ainsi la masse varie en raison inverse du carré de la 
distance au diamètre horizontal. 

CoROLLiiES. — La tension est 



Jean Bxriioulli, Opéra ^ t« III, p. 5o2. 

4. Un fil homogène, d*épcUsseur constante^ est atta*^ 
ché par ses extrémités en deux points situés sur une 
même ligne horizontale^ la tension aux deux extrémités 
est égale au poids de tout le fil. Déterminer la longueur 
du fil, la distance verticale des deux extrémités au pùint 
le plus bas de la courbe décrite, et la direction des tan- 
gentes extrêmes. 

Prenons Taxe des y vertical^ à égale distance des deux 
points d'attache, et Torigine à une telle hauteur, que la 
tension, au point le plus bas de la courbe, soit mesurée 
par le poids d'une longueur de fil égale à Tordonnée de ce 
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poinL Soient m la masse du fil rapportée à rnnité de lon- 
gueur, a a la distance des extrémités, c rordonnée du 
point le plus bas, d la distance verticale de ce point & la 
droite qui joint les deux extrémités, / la longueur du fil, 
et cp Finclinaison des tangentes extrêmes sur Taxe des x. 
L'équation de la courbe est, comme Ton sait, 



On en tire 






n nous faot éliminer l'inconnue c de cette expression. 
Au point (T,jr) la tension est 

^ f- --\ 
A l'extrémité, cette valeur devient 

- mcg l e*^ -h tf '^ 1 . 

Or, par hypothèse, cette tension doit être égale à mgl] 
donc 

- mcg l e -*- ff / = '"^S V ^ — ^ / » 



et, par suite, 

9a 



*'=3. f = ^«og3, 



Telle est la longueur du fil. 
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L'ordonnée des points d'attaclie est 
Cette ordonnée est aussi représentée par c 4- ^; donc 

Telle est la distance du point le plus bas à la droite qui 
joint les extrémités. 
On a généralement 



i=ï(''-'"')^ 



à l'extrémité du fil, 






d'où 



ou 






5. Î7/1 Jil homogène, d^ épaisseur constante, repose 
en équilibre sur deux chei^illes très-minces, situées à la 
même hauteur^ et qui n^ exercent aucun frottement. On 
cannait la distance 2 a des deux supports, et l'on de- 
mande la moindre longueur du Jil qui puisse permettre 
V équilibre; on propose encore de déterminer, pour une 
longueur donnée du Jil ^ la courbe quUl affecte, et la 
pression P quil exerce sur chacun des deux supports. 

Nommons L la longueur totale du fi), T sa tension 
aux points d'appui, et conservons pour le reste la notation 
du problème précédent^ / sera la longueur du fil courbé 
en chaînette. 

I. 2« ÉWT. 10 
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D'après ce qui précède, Téquation de cette courir est 



(0 



, = \[?-^e ^), 



OÙ c représente l'ordonnée du point le plus bas, et mcg 
la tension en ce point. 

Nous avons aussi (probl. 4) 

d'ailleurs, il est clair que, en vertu des données, 

T = i«^{L-/); 
par conséquent, 

Si, dans cette équation, on remplace / par sa valeur 

il vient 

a 

(3) L=i:2<r/; 

d'où Ton voit que la plus petite valeur que L puisse 
admettre correspond à la racine positive de Téquâlion 



è(-)='" 



laquelle est 

Ainsi la plus petite longueur du Gi est 
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Supposons maintenant que la longueur L soit donnée, 
et anpéneore & aoe. 

L'équation (3) aura deux racines positites, C] èc c,, 
l'une supérieure à a. Vautre inférieure \ la plus grande 
correspond à un état d^équilibre stable, et la plus petite 
à un état d^équilibre instable. Considérons l'une d'elles C|« 
L'éqnation de la courbe sera 



et nous aurons 



où (probl. 4) 



tangtp 






p = 2TC0S 



-f-sinç Il e'^ 



Par conséquent, 

( -V 

P = mci g' \i -f- f^» / . 

Ce problème s'applique à une pièce d'étoffe homc^ène, 
d'une largeur constante^ que Ton voudrait soutenir sur 
deux bâtons fixés horizontalement à la même hauteur, 
dans des directions parallèles. 

Annales de Gergonncy t. XJX, p* 389. 

6. Un fil pesant et homogène est attaché par Vune de 
ses extrémités à un point fixe situé au-dessus d\in plan 
incliné, tandis que Vautre extrémité et une portion du fil 
reposent sur ce plan. On connaît la longueur totale du 

lQ^ 
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fil, VincUnaison du plan, celle de la tangente à la 
courbe au point d^ attache, et Von demande la longueur 
de la portion du fil qui repose sur le plan. 

Soient ÂBC le fil dont il s'agit, Â le point d'attache, BC 
la partie qui repose sur le plan incliné, / la longueur to- 
tale du fil, F celle de la partie qui repose sur le plan, 
a l'inclinaison de ce plan sur l'horizon, et o celle de la 
tangente k la courbe à T extrémité Â. 

L'arc AB appartient à une certaine chaînette ; suppo- 
sons que cette chaînette soit prolongée jusqu'en un point A 
situé à la même hauteur que le point A, et qu'elle soit 
décrite par un fil semblable à celui que nous considérons. 

Nous disposons les axes, relativement à cette chaînette 
auxiliaire, comme dans le problème 4, et nous conservons 
la même notation ; de plus, nous nommons L le sommet 
de cette chaînette, et nous comptons les arcs s à partir de 
ce point. 

D'après les formules 

ds 



.= ■-.{} -r^)=.±. 



la tension au point B est — ^9 et les arcs LB, LA sont 
* cosa 

respectivement égaux à ctanga, ctangf. 

Ceci posé, la tension au point B est nécessairement 
égale au poids de la portion de fil 6C qui repose sur le 
plan, estimé suivant la longueur de ce plan. 

On a donc • 

mgt' sm a = — 2. , 

COSflt 

c = i'sinacosa, 
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d'où 



/—/'=::: arcLA — arcLB =: c (tang^ — langa) 
= /'sinacosa (taog^ — tangoc), 

,cosacos(f — oc) /cosf 

cosç cosa cos (^ — a) 

7. ZT/ie chaùie Jlexible , homogène, mais dUnégale 
épaisseur, est suspendue par ses extrémités. Déterminer 
la loi suivant laquelle doit varier Vépaisseur en chaque 
point, et la courbe que doit affecter la chatne, pour que 
la tension varie d'un point à un autre proportionnelle- 
ment à Vépaisseur, ou que la chaîne présente partout 
égale chance à la rupture. 

Conservons les notations du problème 1 , et nommons gd 
le rapport constant qui existe entre la masse m rapportée 
à Tunité de longueur et la tension t. 

Les formules (3) et (4) du problème 1 nous donnent 

ds T dx* 

IB=:/«=:WT-7-=: -— , 

dx g ds 

dx 



-(-g) 



d'y 



OU 






si l'on pose, pour abréger, -^ = p. 

L^intégrale est 

tàgx = arc tang^i 

dx 

/? = — = tang.wg'x; 

nous n^ajoutons pas de constante, parce que nous suppo- 

* dy 
sons rorigine située au point le plus bas où -^= o. 
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Si Ton intègre la dernière équation, il vient 
r = — ;~log(cof.«^*), 

e cos,»gxz=ii 

BOUS n'ajontons pas de constante par la même raison que 
plus kaiit. . 

Celte dernière ^nation est celle de la courbe décrite 
par la chaîne. On voit qu'elle est composée d'une infinité 
de branches comprises entre deux asymptotes verticales. 
Nous n'avons à considérer que la branche comprise entre 
les asymptotes 





JC = 9 

2W^ 


ir 






2a>^ 






Portons la valeur de p dans Téquation 






m = ttà 






il 


vient 








!«=:/»=: 


fr)TSéc.Oi>^J?, 




ce 


! qui fait connaître la tension et l'épaisseur 


de la chaîne 


en un point quelconque. 








Nous avons encore 








«/i=- 


dx 

■ 





cos.w^j; 

par conséquent, la longueur d'un arc de la chaîne compté 
a partir du point le plus bas jusqu'au point (x, y) est 

I , i-hsin.«>Fx 

s = log : 2-? 

^(^g ^1 — SUi.OigX 

et le poids de cet arc a pour valeur 

n9g€U^=zr I — --2 — = Ttang.jwM, 
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Le rayon de courbure p est donné par la formule 



m' 



Puisque g = a>^(^y, 



± 
dx 



i ds i , t mg 

p = 7- = — secoàgx = =. — ^i 

•^ »g dx fùg x^g T»*^' 

d^où Ton voit qu*en chaque point de la chaîne le rayon 
de courbure est proportionnel soit à la tension, soit au 
poids de l'âérnent. On voit aussi qu'au point le plus bas 

ce rayon est égal à 

FiifCK. et BoBiLLiERy Annolcs de Gergonne, t« XYII, p. 6i. 

8. Un fil pesant est attacha par ses deux extrémités 
en deux points fixes. La masse du fil rapportée à V unité 
de longueur est proportionnelle, en chaque point, au 
cosinus de Vangle que la tangente à la courbe fait avec 
Vhorizon» Trony^er V équation de la courbe. 

Soient m = ^ j- la masse correspondante au point 

(jr, jr) et T la tension au sommet de la courbe. 
La courbe est la parabole 

Jacquxs Bbrnoulu, Jeta erudii,; Lips.| Jun., Opera^ 1. 1, 
p. 449' — J^^' BmicouLLiy Opéra, t. III, p. Soi. 

- 9. Déterminer la courbe décrite par un fil pesant^ 
lorsque la masse rapportée à r unité de longueur est pro^ 
portionnelle à^sincf, n étant positif, et f désignant 
. rùiclinaison de la tangente sur Vhorizon. 
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Si l'on pose 

et si Ton choisit une origine telle, que Taxe des x passe au 
sommet inférieur de la courbe et que y = 00 pour x = o, 
ou trouve l'équation 

(/l-f-l)T 

Lorsque n est égal à l'unité, la courbe est une hyperbole. 
Jacques Branoulli, jécta erudit.; Lips», Jun., Opéra ^ 1. 1, 
p^ 449' — ^^^^ Behnoulli, Opéra, t. lU^ p. 5oi. 

10. Un fil pesant ef écrit une parabole du second 
degré dont l'axe est "vertical. Déterminer la loisuii^ani 
laquelle varie la masse rapportée à V unité de longueur. 

Soit 

j:»= 7,ay 

l'équation de la parabole. 
On trouve, par les formules générales. 



Autrement : supposons le fil solidifié entre deux points 
A et B choisis à volonté. La portion de fil AB est en 
équilibre sous l'action de son poids et des tensions qui 
s'exercent aux extrémités *, ces trois forces se coupent donc 
en un même point. Les deut tensions sont dirigées sui- 
vant deux tangentes à une parabole-, elles se coup^ut sur 
le diamètre qui passé par le milieu de la corde des con- 
tacts } par conséquent, le centre de gravité de la portion 
de fil ÂB se trouve sur ce même diamètre vertical ; c*est-«- 
dire qu'une portion quelconque du fil, considérée en pro- 
jection horizontale, a son centre de gravité au milieu de sa 
longueur. Ceci exige que le fil considéré en projection 
horizontale soit homogène. En d'autres termes, la inasse 
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. du fil rapportée à l'unité de longueur vftrie en jraison 
inverse du cosinus de son inclinaison sur Thorizontale. 
C'est ce qu^exprime la formule trouvée précédemment. 
Jban Bbenoulli, OpèrOj t. III, p. 5o4. 

\\, Un fil pesant est attaché par ses extrémités en 
deux points fixes situés sur une même ligne horizontale^ 
et la courbe décrite est une cycloïde. Déterminer, en un 
point donné, la masse du fil rapportée à limité de lon- 
gueur, et trouver le poids de l 'arc compris entre le sommet 
de la cycloïde et le point donné» 

Soient 

jr=za [i — cosw) 

les équations de la cycloïde, et P le poids cherché. 

On trouve 

'^ ' 
soc'- w 

mzr-T ; j P r:^ T lailg - W. 

12. Un fil pesant, de longueur donnée, est attaché 
par son extrémité en un point fixe A, situé sur un plan 
horizontal et dépoli, tandis que l^ autre extrémité est 
attachée à un poids posé sur le plan. Entre le poids 
et le point A est une fente étroite qui permet au fil de 
pendre librement. Trouver la plus grande distance du 
poids au point A qui soit compatible avec V équilibre du 
système. 

Soient \k le Coefficient de frottement du poids sur le 
plan, n le double du rapport entre le poids donné et celui 
du fil, / la longueur du fil et a a la distance cherchée. 
• On trouve 

2fl = a/(/i-f-l).log , ^ / 
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43. Un fil pesant est attaché par ses extrémités a 
deux clous situés sur une même ligne horizontale. On 
connatt la distance de ces deux supports. Quelle doit 
être la longueur dufil, pour que la pression exercée sur 
chacun des deux supports soit un minimum? 

Soient a a la distance des supports, / la longueur du 
filet 



t{Kri) 



Tëquation de la chaînette. 

Si Ton détermine c par l'équation 

a 

c 
on a 

Prenons, par exemple, an = lo™; nous trouvons 

c=r4«,i68... et /=i2»,578 

Diarîan ReposUory, p. 644* 

L'équation (i) peut s'écrire 

n s'ensuit que le produit de la longueur du fil par Técar- 
tement des points d'attaché est égal à quatre fois le pro- 
duit des deux longueurs de fil dont les poids seraient 
respectivement égaux aux tensions de l'extrémité et du 
point le plus bas. 

14. Un fil pesant^ suspendu par ses extrémités, décrit 
une courbe représentée par V équation 
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Troui^r le point du fil auquel la masse rapportée à 
Vanité de longueur est un maximum, et dèternfuner la 
'valeur de ce maximum. 



Les coordonnées du point chercbë sont 



a a 

v^2 4 



et la masse correspondante est égale â 



Dtarian Bepository, p. 435. 

15. On suppose une chaîne pesante, homogène, dont 
les bouts sont fixés aux extrémités A, B d^une tringle 
horizontale. Vun des chaînons, C, est engagé sur la 
tringle et peut s'y mouvoir sans frottement. Démontrer 
que dans Vétat d'équilibre le plus petit des deux Jes^ 
tons AC, C6, formés par la chaîne, est égal et super^ 
posable à une portion du plus grand. 

SECTION m. 

FIL SOLLICITÉ PAR UNS FORCI CENTRALE. 

i • Trouver l'équation de la courbe décrite par un fil 
Fig. a5, flexible, dont toutes les molécules 

sont attirées vers un centre fixe. 

Soient APP'B une portion du fil; 
S le centre d'attraction; 
PP^ un élément infiniment petit 
du fil; 

PT et P^T' les tangentes en P 
etP'; 

O le centre de courbure corres- 
'S pondant à Pélément PP' ; 

p le rayon de courbure pour le même élément ; 
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r la distance du point P au centre d'attraction ; 

p la distance ST du centre d'attraction à la tangente 
au peint P \ 

T la distance PT : 

4» l'angle des deux tangentes PT, P'T'; 

y l'angle SPT; 

Q l'angle que forme le rayon SP avec une direction fixe ; 

s l'arc de la courbe compté dans le sens APP^ B \ 

t la tension du fil au point P \ 

F la force attractive au même point, rapportée à l'unité 
de masse; 

m la masse du fil rapportée à l'unité de longueur. 

Projetons les forces qui sollicitent l'élément PP', d'a- 
bord sur le rayon de courbure PO, puis sur la tan- 
gente PT. 

Il vient 

F/wiiîf sinç = (/ -h rfr) sin\{», 

FmV/jcosf = (r -h dt) cos>I< — r. 

Comme ou doit négliger les quantités infiniment petites 
d'un ordre supérieur au premier, ces équations se ré- 
duisent à 

Ymds%ïï\^ ^=^^> 

OU, diaprés les relations «{; = — et cosy = — ? 

{a) F/wsinçm-i 

? 
(h) Fmdr:=dt. 

Si l'on considère le triangle OPP' et le triangle sem- 
blable formé par TT' et les deux tangentes PT, P'T', on 
voit que 
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d'ailleurs 

T dr 

Divisant ces deux équations lune par Tautre, on trouve 

r dp 

p dr 

On a encore 

P 

' r 

Entre ces deux dernières relations et l'équation (a}, 
éliminons p et sinf ; nous obtenons 

Fmdr-^-^i=Oj 
P 

et si nous retranchons Féquation (&), 
L'intégrale est 



dp dt 

-i- H = o. 

P t 



\o^[tp) = consl., 

tp = CODSt. =:C; 

elle nous montre que le momeat de la tension par rap- 
port au centre fixe est le même en chaque point. 

On tire de cette formule, en la rapprochant de Téqua- 
tion (A), 

- — 1 Fmdr. 
P' J 

Cette dernière formule peut être considérée comme 
Féquation de la courbe rapportée aux coordonnées /? et r; 
maïs il sera plus commode de prendre les coordonnées 
polaires r et 6, qui sont liées aux précédentes par la re- 
lation 

_ r^dQ 
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Il vient 

ou 

Cdr 

{e) d9 = 



C'est Téquation de la courbe en coordonnées polaires, 
telle qu'elle a été donnée par Jean BemouUi (*). 

La formule (b) fera connaître la tension par une simple 
quadrature, si Ton a soin d^exprimer F et m en fonc- 
tion de r. 

On remarquera de nombreuses analogies entre ces for- 
mules et celles qui conviennent au mouvement d'un 
point matériel attiré vers un centre fixe ; la tension joue 
le rôle de la vitesse* 

Le cas d'une force centrale répulsive n'a pas besoin 
d'être traité d'une manière spéciale, il suffit de changer 
le signe de F dans les formules qui précèdent. 

2. Un fil homogène et sans poids, retenu par ses 
extrémités, est attiré vers un point fixe par une force 
qui est ins^ersement proportionnelle au carré de la dis- 
tance. Déterminer la courbe décrite par le fil. 

Considérons le point de la courbe où la tangente est 
perpendiculaire à la force d'attraction. Soient r la tension 
du fil en ce point, c la distance du point au centre d'at- 
traction, et h la force attractive exercée au même point, 
rapportée à l'unité de masse. 

Conservons pour le reste la notation du problème pré- 
cédent. 

D'après l'équation (i), nous avons 

Fmdr = I A- — mdr = h const. 

(*) 0/wfrtf, t. IV, p. a35. 
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Puisque f doit se rëduire à r, lorsque r = o , la constante 
est i%ale & t + mkc^ et, par conséquent. 



t=:v-h mkc • 

r 



Substituons cette valeur dans l'équation (c) \ il vient 

Cdr 



dB = 



• Ht -f- mAc — ^-i- Vr» — CM 



Or, lorsque — = o, nous devons avoir r= r; il en ré- 
sulte C = C7, en sorte que, si nous posons 

T 

mkc 
l'équation de la courbe se réduit à celle-ci, 

ncdr 



dB = 



r [(« -f- i)» r» — 2 ( /i-h I ) cr -f- c»— n^c*] ' 

Il convient, pour l'intégration, de distinguer trois cas, 
suivant que l'on a 

/f>i, n=:i, ou /i<i. 

Premier cas. n > i . 
L'intégrale est 

n . (n — i)c-\-r ^, 
'^ — -.arc sm h C. 



v/«»— ï 



nr 



Si l'on compte les angles à partir du rayon vecteur 
qui est égal à c, on a 
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d'où 

^ = sm ( ^ ) 

nr \^ il / 



H COS- ô — I 



Deuxième cas» tz = i . 
L'intégrale est 

si ToQ admet que 6 est nul lorsque r = c, on a 



c 



I — 0» 

Troisième cas. /i < i. 
L'intégrale est 



= - " 



si est nul lorsque r = c, on a 



d'où 



^ / i ^ y ï 



Les trois courbes que nous venons d'obtenir ont des 
asymptotes faciles à déterminer. En effet, diaprés le pro- 
blème 1 , on a 



CT cr 


ne 


T -f- IW A'C - 


m Xc* c 
/i-ht 

r r 
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Si Ton fait r s= oo , il vient 

rtc 



P = 



^TT' 



c'est la distance du centre d^attraction aux asymptotes 
des trois courbes. Si l'on fait de même r= oo dans les 
équations des trois courbes^ on trouve, pour la première 
courbe, 



n I 

- arc ces - ; 



pour la seconde courbe, 
pour la troisième courbe, 



v/i — «» ^ 

Ces angles sont les inclinaisons respectives des deux 
asymptotes sur le rayon qui sert d'origine aux angles 6. 
Jean Bekhodixi, Opéra y t. IV, p. 240. 

3. Un fil homogène et sans poids , retenu par ses ex- 
trémités, est soumis à V action d* une force , répulsive, 
émanée d^ un centre fixe, et ins^ersement proportionnelle 
à la iL*"^' puissance de la distance à ce centre, .DétemU" 
ner la courbe décrite par lefiL 

Conservons la notation du problème précédent, et ad- 
mettons qu^au point où la force répulsive est perpendi- 
culaire à Tare, la tension soit écale à • 

Nous obtenons Téquation 



(;)'"'= 



COB{f* — 2)0. 



4. Étant dojinéo une corde parfaitement flexible et 

L 9*É0IT. II 
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homogène, mais d* inégale épaisseur, dont tous les eVé- 
ments sont soumis à V action d^une force centrale inuer^- 
sèment proportionnelle à la distance, trousser la loi sui» 
vant laquelle doit varier V épaisseur en chaque point et 
la courbe que doit affecter la corde dans le cas d^éçuHi- 
Ire, pour que, dans cet état, la tension varie d'un point 
à un autre proportionnellement à P épaisseur, ou que la 
corde présente partout égale chance à la rupture. 

Conservons la notation et les axes du problème 2; de 
plus, prenons pour unité de force celle qui agit à Tunité 
de distance, et pour unité de densité celle de la corde, 
en sorte que la section du fil soit représentée par le même 
nombre que la masse rapportée à Tunité de longueur. 
Nommons a le rapport constant qui existe entre la sec- 
tion m et la tension t en chaque point de la corde, dans 
l'état d'équilibre. 

Les formules (i) et (c) du problème 1 nous donnent 
les équations 

r*=*=- cos.(idb«) e = ^^'j 

dans lesquelles le signe supérieur répond à une force at- 
tractive, et le signe inférieur à une force répulsive. 

On voit que la trajectoire peut Être, suivant les cas, un 
cercle, une hyperbole équilatère, une lemniscate, ou 
quelque autre courbe. 

Les deux équations qui précèdent permettent d'évaluer 
le volume d'un arc, compté à partir de Taxe polaire, en 
fonction de la section an point où l'on s'arrête. 

Soit V ce volume. On trouve 



V= *^^ 



im-^-f 



ï±a\ 
Ottum Bomnrr, Journal de M. LkmvQle, t. IX, p. 97 ; i844* 
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SECTION IV. 

FIL PLACÉ sua UNE COITEBK FIXE. 

1. Un fil flexible et pesant est maintenu en équilibre 
sur une courbe située dans un plan vertical. Déterminer, 
en un point donné ^ la tension du fil et la pression exer- 
cée sur la courbe» 

Prenons Taxe des x horizontal, et soient : 

P le point donné dont les coordonnées sont Xj y\ 

V un point infiniment voisin ; 

p le rayonde courbure qui correspond à Félément PP'^ 

f Fangle des deux rayons de courbure qui aboutissent 
aux points P et P'; 

ds la loDgueur de Télément PP' ; 

m la masse du fil rapportée i Tunité.de longueur; 

t la tension au point P ; 

R la pression que supporte la courbe au même point P. 

Projetons les forces qui sollicitent Télément PP' sur la 

tangente au point P. Il vient 

dr 
{t-{'dt)cos^'-t=mgds-j-f 

ou simplement 

dt = mgdy. 

Si Ton suppose que l'axe des x passe par le point où 
la tension est tiulle, l'intégrale est 

t = mgy. 

Projetons les mêmes forces sur la normale au point P 

n vient 

dx 



oa 



mgd$ — 4- (r 4- dt) sinf = Vids , 



II. 
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ds 

et puisque p = — > on a 

dx t (dx y\ 

% Un fil Jlexible passe sur une courbe située dans 
un plan vertical^ et porte à ses extrémités Jeux poids 
égaux f le poids du fil peut être considéré comme nul 
vis'-à-vis des poids quil supporte. Déterminer la pres- 
sion exercée sur la courbe en un point donné. 

Conservons la notation du problème précédent, et 
nommons Q Ttm quelconque des poids suspendus aux ex- 
trémités. 

Si Ton projette sur la normale au point P les forces qui 
sollicitent Télémcnt PP^ il vient 

(/ -h </r)sîn9 = Kds = Rpy, 

ou simplement 

r = Rp. 

Si Ton projette les mêmes forces sur la tangente aa 
point P, on trouve 

(r-+-</r)cosy — r = o, 
ou simplement 

é//zz=o, r=:const. 

Or, au point où la tangente est verticale, 

rr=Q; donc Q = Rp, R = ?^. 

? 

CoROLLAiEB. — La prcssiou totale que supporte la 
courbe est 

Soit 4> Tangle des deux normales menées aux points où 
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lé fil abandonne la courbe. La pression totale aura pour 
valeur la quantité Q4^ augmentée des pressions qui 
s'exercent aux points extrêmes. Ces pressions addition- 
nelles seront nulles, si la tangente en ces points extrêmes 
est verticale; dans ce cas, la pression totale est irQ. 
EuLxm, Nopi Comment. Petrop,^ i77^> ?• ^7* 

3. Un fil flexible passe auec frottement sur une 
courbe située dans un plan vertical^ et porte à ses 
extrémités deux poids Q, Q', dont le premier est trop 
considérable pour que l'équilibre puisse subsister s'il n*y 
avait pas de frottement ^ le poids du fil peut être né^ 
gligé viS'à'vis des poids qu^il supporte* Quelle relation 
doà exister entre les poids Q^Q' et le coefficient de 
frottement pt, pour que le système reste en équilibre ? 

Conservons la notation du problème précédent, et con- 
sidérons le système lorsqu'il est sur le point de glisser. 

Si nous projetons les forces qui sollicitent Télément 
PP', d'abord sur la normale au point P, puis sur la tan- 
gente, il vient 

[t-h rfr)sinç = Rrfy=:Rpy, 
(t'hdt)cos^ — r-+- flRds=: o, 

ou simplement 

r = Rp, 

é//-hfiRd!r = o. 

On tire de ces formules 

iit=i — fi -i/f, 
P 



"^'=~''/7 = ~'^/'- 



Pour que les calculs soient plus nets, remplaçons la 
lettre <{, qui nous représente un angle infiniment petit, 
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par la différentielle d6 d'un . angle compte à partir 
d'une direction fixe. Nommons 0i, 9i les valeurs de 9 qui 
correspondent aux points extrêmes, où le fil abandonne 
la courbe, en sorte que 4> soit égal à la différence 61 -^ 0i . 
Nous aurons 

logr:= — fi / rfO== — ftO -hconsi. i= — 1*0-4- C. 

Si nous appliquons cette formule aux points extrêmes, 
il Tient 

logQ = C — fx0., logQ' = C-piOn 

d'où il résulte que la condition d'équilibre est 

Lorsque le fil est sur le point de glisser, on a 

log< — logQ' = ^(9. — 9), 

alors la pression totale exercée sur la courbe est égale à la 
somme des pressions exercées aux points extrêmes, pW 
la quantité 

= ^[^,M».-».)_,"|. 

CoEOLLÀiRE. — Si les ungentes à la courbe aux points 
extrêmes sont verticales, on a 
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et U condilion d'équilibre devient 

£v£VBy No»i Comment* Petfop*^ '77^1 F* ^'^ 
SECTION V. 

ÉQITILIBEE d'vH FIL ÉLASTIQUE. 

Lorsqu^on suspend différents poids à rextrémtté d^un 
fil élastique et de longueur doimée, on observe que ral- 
longement est proportionnel au poidï. Si Ton fait varier 
la longueur naturelle du fil, on trouve que raltoogement 
est proportionnel à cette longueur, tant que le poids du 
fil peut être considéré comme nul relativement au poids 
quMl supporte. 

Il résulte de là que, si l'on nomme a la longueur na- 
turelle du fil, a* la longueur du fil lorsqu'il porte un 
poids P, et X une constante qui dépend de la nature du 
fil, on a 

Cette loi fut d'abord énoncée par Hooke, dans le 
catalogue de ses découvertes placé à la fin de sa Des- 
cription of Helioscopes. Elle y était cacbée sous l'ana- 
gramme ceiiinosssttuu [ut tensio sic vis) ^ mais, plus tard, 
l'auteur ne craignit point de la développer et de la jus- 
tifier, dans son Traité De potentia restitutiua. La 
théorie de Hooke servit de base au Mémoire de Leîbiiitz^ 
Demonstrationes novœ de resistentia solidoruni^ qui fut 
inséré dans les Acta eruditorum pour Tannée 1784- On 
peut consulter avec fruit sur ce sujet les Elementa Phy'^ 
sicesde S'Gravesande, lib. I, cap. 26. 

1 • On suspend tsn fit élastique et pesant ABC par son 
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extrémité A, au point B on attache un poids P, et on 
laisse pendre librement la portion BC. Quelle est la 
longueur du fil placé dans ces circonstances? 

On connaît le coefficient d'allongement X, les longueurs 
a et & des parties AB et BC dans Téta t naturel du fil, ainsi 
que la masse rapportée à l'unité de longueur m dans 
Tétat naturel. 

Soient : 

PP' un élément infiniment petit de la partie AB; 

t la tension au point P ; 

X la distance de ce point à Textrémité supérieure A \ ' 

c la longueur naturelle d'une portion de fil dont le 
poids serait égal â P \ 

a\ V les longueurs des parties AB« BC dans les cir- 
constances du problème. 

Considérons d'abord la partie AB. 

La masse rapportée i l'unité de longueur, dans le fil al- 
longé, est égale a r- \ d'où résulte , pour l'élément PP', 

la condition d'équilibre 

medx 

ou 

(i -hit) de -h mgdx=zOj 



'(-^•) 



-f- mgx = const. = C 



Or, lorsque x = o, 

t = mg {a -h b H-c); 

lorsque x = a', 

tz=mg(b ^c). 

Substituait ces valeurs dans la formule qui précède et 
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relranchant les résultats, il vient 

— (^ -l-r) I I -t- "Img^b -hc) j — a'.=:o; 

d'où 

11' = Il I I H — '^n9g{a -h 2 3 -h 2c) I • 

Considérons maintenant la partie BC. 
Soit t la tension à la distance y du point B. 
On a 

? ( I -4- -Xt J -h mgy == coDSC. =C'. 

Or, lorsque/ = o, 

r — mgb; 

lorsque/ = i', 

T=:0. 

Substituant ces valeurs dans Téqnation précédente et 
retranchant les résultats, on trouve 

b'=:b(i -h^lmgby 
Ainsi, 

a' -h b'^za-h b-h ■'l<mg[a{a -hab ^ ne) -h b^]. 

Telle est la longueur du fil dans les circonstances indi- 
quées. 

2. Un Jil élastique et pesant ABC tstfixé par son 
extrémité A au sommet tPun plan incliné AB, dont la 
longueur est égale à celle du fil dans son état naturel. 
Déterminer la longueur de la partie de fil BC qui pend 
aunléssous du plan . 

Soient a la longueur du plan, a son inclinaison, x la 
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distance au point A d'un point du fil ÂB, et t la tension 
en ce point. 

Considérons d'abord la partie de fil qui repose sur le 
plan. 

On a 

d'où 

r ( I -+- - Xr j H- mgjTsina := const. == C. 

Si l'on désigne par r la tension au point 6, par T la 
tension au point Â, et que l'on applique la dernière for- 
mule à ces deux points, on obtient 

T f I -t- - Xt 1 -4- mga sina ^ T ( iH- ~ XT ) • 

D'ailleurs, set a — s désignant les longueurs naturelles 
des parties de fil BC et AB, on a 

T = mgSy T=z mg[s -hÇa^s) sin«]. 

Ces valeurs, substituées dans la dernière équation, don- 
nent 

•''kmg{a — s)[iis-h (a — s)sma]=zs. 

De cette équation du second degré on tirera la valeur de s, 
et la reportant dans l'expression 



^f H-- ImsU 



on aura la longueur effective de la partie de fil qui pend 
au-dessous du plan. 

3. Un fil élastique et rectiligne réunit deux poids t/ui 
reposent sur deux plans inclinés et parfaitement p<^. 
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Trouver la position d'équilibre du système ^ en négligeant 
le poids duJiL 

Soient P et Q les deux poids, AC et BC les plans sur 
lescjuels ils reposent, a, jS les inclinaisons de ces plans 
sur rhorizon, 6 l'inclinaison de la direction PQ sur la 
direction horizontale AB, a la longueur naturelle du fil, 
a' sa longueur effective dans Tétat d'équilibre et T sa 
tension. 

Considérons isolément Féquilibre du poids P, puis 
celui du poids Q. Il vient 

Psina=:Tcos{a— 0), 
Qsinp = Tcos(p-*-0); 



tf 



ou 



Psina Qsinp 

""cos(a — 0) ~"cos(p -+-©)' 

PcoiB — Qcota 
tangd= £ ^ 

Cette équation détermine Tangle 0. 
La longueur du fil est donnée par les équations 

f / ^•«x r * Psina 1 

L cos(a-G)J 

4. Déterminer la courbe qu*affecte une corde élas" 
tique et pesante, lorsqu'on la suspend par ses deux ex- 
trémités* On suppose que la corde est homogène et que^ 
dans son état naturel, elle est partout dégale épaiS' 
seur. 

Soient m la masse de la corde rapportée à Tunité de lon- 
gueur dans l'état naturel, t la tension et s Tare compté à 
partir du point le plus bas. 

Prenons Taxe des j' vertical et dirigé de bas en haut* 
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On a, comme au problème i de la section II, 

ds\ ds ) ' ds\ds) i-hU 
La première équation nous donne 

dx 

'57 = ^' 

en désignant par r la tension au point le plus bas. 

Si Ton reporte la valeur de t dans la seconde équation, 

dY 

et que Ton pose, pour abr^er, -j-^^p^ il vient 



(0 



dx 
dp _ mg 



^^ i-hlry/i -hp" 



Nous allons ici substituer successivement à la variable 5 
les variables x eijr^ Nous pourrons intégrer tine première 
fois; alors nous aurons deux relations Gnies entre p, x 
et j^9 et Télimination de p nous donnera l'équation de la 
courbe. 

Remplaçons ds par sa valeur V' + p^dx'^ il vient 



(2) 



mgdx= X [ J. -h Xt \ dp. 



ce qui donne, en intégrant, 

mgx = T [log ij} -t-V^i -4-f>' ) -h >T/j], 

(3) c ' z^p-h^i-hp^ 

Multiplions l'équation (1) par p, et remplaçons pdx 
par sa valeur dy ] nous trouvons 

nigdr = 



gdf = t( -A_ h- \rp] dp. 
Xy/i-^p' ) 
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L'inXégTdXe est 

(4) mgx = r)l7TJ'-h^\x^p'; 

nous n^ajoutons pas de constante, parce que nous admet- 
tons que Fordonnée du point le plus bas est égale à — • 

On peut tirer facilement de cette équation la valeur 
de p en fonction dej^^ si Ton porte cette valeur dans 
l'équation (3), on aura Téquation de la courbe, laquelle 
est assez compliquée. 

Il est cependant facile d'assigner la position d*un point 
donné à volonté sur la corde dans son état naturel. En 
effet, prenons Téquation (i), dans laquelle les variables 
sont 5 et p, 

5) ^. =rdp. 

Le premier membre représente le poids de l'élément ds\ 
si donc nous appelons P le poids de Tare s compté à 
partir du point le plus bas, nous aurons 

(6) P:-T^, P = ^' 

Soit A un. point donné sur la corde. On connaît le 
poids P de la partie de la corde qui est comprise entre le 
point milieu et le point A; par conséquent, si r est 
connu, on connaît aussi la valeur de p correspondante 
au point A, dans la courbe que la corde décrit lorsqu'on 
la suspend par ses extrémités. Substituant cette valeur 
de p dans les équations. (3) et (4)i on aura les coor- 
données du point considéré. Si maintenant nous supposons 
que A soit Tune des extrémités de fai corde^ les valeurs 
de X et de P relatives i cette extrémité étant fournies par 
les données, les équations (3) et (6) nous feront con* 
naître r. 
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L'équation (5) nous fait connaître la longueur de l'arc 
qui se termine au point A; car, si Ton intègre cette 
I équation, on trouve 

L'équation (2) nous donne le rayon de courbure p cor- 
respondant au même point A* 

Ou voit qu'au point le plus bas le rayon de courbure est 
égala 

mg 
FiNGK et B0BILLIB&, Annales de Gergonne, t. XVII, p. 65. 

5. Deux poids égaux sont réunis par un fil élastique 
et sans pesanteur dont la longueur naturelle est connue. 
Déterminer^ dans un plan vertical^ deux courbes telles^ 
que si Von dépose les deux poids sur ces courbes à la 
même hauteur et partout où ton voudra^ ils restent en 
équilibre. 

Soient P l'un des poids et a la longueur naturelle du 
fil* Prenons l'axe des j^ vertical, dirigé de baut«n bas et a 
.^ale distance des deux pçids; plaçons Toriginede telle 
sorte que la tension du fil soit nulle en même temps que 
l'ordonnée des poids. 

Les courbes cber(;^ées sont deux demi-paraboles repré- 
sentées par la double équation 



(-r= 



•kaVf. 
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6. Autour eTun cône vertical et parfaitement poliy on 
place un anneau élastique^ dont on connaît le rayon 
naturel a et le poids P. Déterminer la position ^équi- 
libre pour cet anneau. 

Soit OL r inclinaison des génératrices du cône sur l'axe. 
Le rayon de l'anneau dans sa position d*é({uilibre est 



a 



(I-4-X — cota) : 



cette valeur détermine la position d'équilibre, car l'an- 
neau doit rester horizontal. 
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CHAPITRE VL 

PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES. 



Considérons un système de points matériels assujettis i 
des liaisons quelconques et sollicités par des forces ckoi- 
sies à volonté. Concevons que Ton donne aux points du 
système des mouvements infiniment petits et compatibles 
avec les liaisons, puis que Ton fasse le produit de chaque 
force par le petit chemin qu^a parcouru son point d'ap- 
plication suivant la direction de cette force, et qu'on 
ajoute tous ces produits. La somme obtenue sera nulle, 
quels que soient les mouvements imprimés, si Téqidlibre 
subsistait avant que Ton eût dérangé le système \ et réci- 
proquement, si la somme est nulle pour tous les mouve- 
ments compatibles avec les liaisons, Téquilibre subsistait. 

Cette proposition est connue sous le nom de principe 
des vitesses virtuelles; les projections, sur les directions 
des forces, des petits chemins que Ton conçoit parcourus 
par les points d'application correspondants, se nomment 
vitesses virtuelles, et les produits des forces par les vi- 
tesses virtuelles correspondantes se nomment moments 
virtuels. 

LMnoncé du principe tel que nous venons de le donner 
suppose que les liaisons peuvent s'exprimer par des équa- 
tions, ou, ce qui revient au même, que les points sont 
assujettis à rester sur des surfaces données. S'il arrive 
que les points soient simplement assujettis à ne pas péné- 
trer dans l'intérieur des surfaces, alors, pour qu'il y ait 
équilibre, il suffit que la somme des moments virtuels 
soit toujours nulle ou négative, et jamais positive. 
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Les géomètres remarquèrent d'abord cette propriété de 
Téquilibre dans quelques machines particulières, puis 
ils furent conduits pas à pas à reconnaître que cette loi 
est entièrement générale. Guido Ubaldi (*) l'observa d'a- 
bord dans l'équilibre du levier^ Galilée (**) la découvrit 
plus tard dans le plan incliné et dans les machines qui 
s*7 ramènent; le premier il introduisit dans la science 
Texpression moment d^une force, pour signifier le pro- 
duit d'une force par la vitesse virtuelle de son point d'ap- 
plication. Pour qu'une machine sollicitée par deux forces 
soit en équilibre, dit-il, il faut que les forces aient des 
moments égaux et de directions contraires. 

Le principe des vitesses virtuelles fut exposé pour la 
première fois dans toute sa généralité par Jean Bernoulli, 
^ dans une Lettre à Varignon (***) datée de Bàle» le a6 jan- 
vier 1717. Lagrange a depuis magnifiquement développé 
rétonnante fécondité de ce principe, dans la MécanUfue 
analytique. 

Le même principe des vitesses virtuelles a donné nais- 
sance à d'autres lois générales qui s'en déduisent presque 
immédiatement. C'est dans cette classe qu'il faut ranger 
la loi de Torricellî {****), savoir, que deux poids inva- 
riablement liés entre eux sont en équilibre lorsque le 
centre de gravité du système a la plus basse position qui 
soit compatible avec les liaisons. 

Tels sont encore les principes de Maupertuis et de 
Courtivron. Considérons un système de points matériels 
liés entre eux et sollicités par des forces P, Q, R, etc.» 
dirigées vers des centres fixes, et fonctions des distances p» 
g^ r, etc. , de ces centres aux points d'application corres- 

(*) Meehanicorum liber: de Librà, de CocbleA. 

("* ) DelU Seienga mecamiem; Opéra, i.\, p. 365; Bologna, i655. 

( " " " ) NowelU Mécanique, X. U, sect. 9. 

^•***) De motu grmfium naiuraliter detcendentium ; i644- 

I. 3« ÉDIT. 12 
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pondants. Déplaçons an peu le système, et soient dp, 
dq, drj etc.) les accroissements des distances /?, </, r, etc. 
D'après le principe des vitesses virtuelles^ si le système 
est en équilibre, nous aurons 

Vdp -+- Qdq -f- Rrfr -f- . . . = o ; 

d'ailleurs, il est aisé de voir que le premier membre de 
cette équation est la différentielle d'une certaine fonc- 
tion n des distances p, g, r, etc., en sorte que l'équation 

pourra s'écrire 

€/n = o. 

De là il résulte que, si II est un maicimum ou un mini- 
mum, le système est en équilibre. Tel est le principe de 
Maupertuis qui fut publié sous le nom de loi du repos 
dans les Mémoires de V Académie des Sciences de Paris* 
pour l'année 1740 7 Euler le développa plus tard dans les 
Mémoires de l'Académie de Berlin. 

La réciproque du principe de Maupertuis ne serait pas 
exacte, car on peut avoir ^11 = o, et le système peut 
être en équilibre, sans que II soit un maximum ou un 
minimum. Lagrange (*) a observé que, lorsque H est un 
minimum, l'équilibre est stable, et que, lorsque II est un 
maximum, l'équilibre est instable. En particulier, un 
système de points matériels soumis à la seule force de la 
pesanteur sera dans un équilibre stable ou instable, sui- 
vant que son centre de gravité aura la plus basse ou la 
plus haute position qui soit compatible avec les relations 
géométriques qui lient entre eux les différents points du 
système. 
* Le principe de Courtîvron (**) peut s'énoncer ainsi : 

C*) Uéeûtû^ue anaîjti^ue; i'* partie, sect. 5. 

{**) Mémoires dt VÀcadémie dt$ Stiences de Paris; 1748, p. 3o4, et 1749, 
p. i5. 
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Dans un système de corps en mouvement sous l'action de 
forces qui varient suivant une loi donnée, toutes les posi« 
tiens du système auxquelles la force vive est un maximum 
sont des positions d'équilibre stable, et celles où la force 
vive est un minimum sont des positions d'équilibre in- 
stable. 

SECTION I. 

ÉQUILIBRE. 

1. Un point matériel P éprouve de la part de deux 
centres fixes A 6£ B des attractions constantes a, et /3. 
Déterminer sa position d'équilibre. 

Soient 

AP = r, BP = r', AB = «. 

Prenons le point Â pour origine des coordonnées, et la 
droite ÂB pour axe des x. 

Écartons un peu le point P de sa position d'équilibre ; 
et soient dr'^ dr les variations des distances r, r^« 

Nous devons avoir 

a^fr-f- p£/r' = 0, 
où 

Substituant ces valeurs, il vient 

xdx-^fdf ^ ^ •^(a-^'x)dx-^jrdx 

a — . — h p , ■ = — O. 

Ici <£r et ^ sont arbitraires, comme le déplacement im- 
primé-, par conséquent, leurs coefficients doivent être 

la. 
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séparément nuls, 

OLX p (a — x) 

g/ Pr 

La dernière équation donne j^ = o, et la première exige 
que |3 soit égal à a. 

Ainsi réquilibre n'est possible qu'autant que les attrac- 
tions sont égales-, et, dans ce cas, le point attiré peut 
être placé partout où Ton voudra sur la ligne qui joint les 
centres d'attraction. 

EuLER, Mém, de l'Acad. de Berlin, l'jSif p. i84- 

2. Une tige rigide et sans poids AOB appuie son 
Fig. 27 . extrémité inférieure A contre une rai- 

s B nure verticale, porte sur un clou hori- 

\^^^\ zontal O, et soutient un poids connu P 
^^^^ u à son extrémité supérieure, Détemu- 

* ner la position d'équilibre, ainsi que 

les pressions exercées sur le clou et 
sur la ramure. 

Soient a la longueur de la tige AB \ 
b la distance horizontale du clou à la rainure ; 
x la longueur de la partie AO \ 

y la distance de l'extrémité B à l'horizontale du sup- 
port O ; 

R la pression supportée par la rainure; 
S la pression supportée par le clou. 

La pression R est horizontale et la pression S est per- 
pendiculaire à la tige. 

Supposons que l'extrémité A glisse un peu le long de la 
rainure sans que la tige abandonne le clou ; alors le mo* 
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ment virtuel de la force R est nul, celui de la force S est 
un infiniment petit du second ordre, et Ton a simplement 

Or 

a "— je I 
r z=z i/x* — A*. dY =L 

donc 

ab* — a:*=0, xm^tfft*. 

Cette valeur de x détermine la position dVquilibre. 

Déterminons les pressions : pour cela, faisons glisser 
la tige le long de la rainure, de manière qu'elle reste pa- 
rallèle i elle-même. Soit ce le chemin parcouru. Il vient 



— Pa-f-S-a: 



à\ 



ou 

Nous obtiendrons la pression R, si nous déplaçons la tige 
dans le sens de sa longueur. Soit (3 le chemin parcouru. 
Nous avons 



d'où 









^A¥)'- 



b 
EvLER, Mém. de VJcad, de Berlirij lySi, p. ig6, 

3^ Trois points mobiles Â, B, G sont assujettis à cette 
seule condition, que le triangle formé par ces points 
comme sommets reste constamment semblable à lui- 
même. On demande quelles sont les conditions d'équi^ 
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libi^ de trois forces appliquées à ces trois points dans le 

plan du triangle. 

Quand le point C reste iinmobile, deux mouTements 
sont possibles : ou le triangle tourne sans se déformer 
autour du point C, ou bien le côlé ÂB se met seul paral- 
lèlement à lui-même. 

Nommons a et & les côtés du triangle opposés aux som- 
mets Â et B, a et |3 les forces appliquées à ces sommets, 
m ex. n les angles qu'elles font respectivement avec CA 
etCB- 

Le premier mouvement virtuel nous donne 

baÛTim -4- «psin/ï =10; 
le second donne 

boLOOsm -4- apeos/z := o. 

Ces deux relations équivalent aux deux suivantes : 

a a 

P '^ 

La première exprime que les forces sont proportion- 
nelles aux côtés du triangle opposés à leurs points d'ap- 
plication. La seconde exprime que les directions des 
forces a, j3 se coupent sur le cercle circonscrit au 
triangle ABC. 

Les conditions d'équilibre sont donc que les directions 
des trois forces se coupent en un même point de la cir- 
conférence menée par les trois points donnés A, B, C, et 
que leurs intensités soient proportionnelles aux sinus des 
angles du triangle ABC, dont les sommets sont aux points 
d'application des forces. 

Cette seconde condition d'équilibre, eu égard à la pre- 
I mière, revient à la condition générale d'équilibre entre 

I trois forces concourantes^ à savoir, que chacune d'elles 
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soit proportionnelle au sinus de l'angle formé par iei deux 
autres. 

MoBBius, Nouvelles Annales de Math,, i855y p. 85. 

4. Vn point pesant, placé sur un plan incliné, est sol- 
licité par une force F de direction connue. Déterminer^ 
dans le cas d* équilibre, V intensité de la force P et la 
pression exercée par le plan. 

Soient P le poids du point, a. Tinclinaison du plan sur 
rhorizon, a -H « celle de la force F, et R la pression exer- 
cée par le plan sur le point. 

Déplaçons le point sur le plan incliné et nommons ^ le 
chemin parcouru. Il vient 

F^eoss— Ppsina = o; 
d*où 

„ ^ sin a 

F = P 

cosc 

Déplaçons le point horizontalement d'une quantité d. Il 
vient 

Résina — F^cos(a-+- s) = o; 
d*on 

sin a cos • 

EuLBB, Menu de i'Acad, de Berlin, 1751, p. igt. 

5. Une tige rigide et sans poids AOB peut tourner 
librement dans un plan vertical autour de son extré- 
mité A, gui est fixe, et porte un poids P à son extrémité 
inférieure B. La tige est soutenue au point O par un res^ 
sort disposé suivant un arc de cercle décrit de A comme 
centre, et dont la force de contraction est proportion^- 
nelle à V inclinaison de la tige surl'hon'zon, Déteiminer 
la position d"* équilibre. 

Soient a la longueur de la tige, b la distance AO de 
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l'extrémité fixe aa point d'application du ressort, cp Tin- 
clinaison de la tige sur rhoris&on, E la force de contrac- 
tion du ressort lorsque Tangle f a la valeur a. La force 
de contraction correspondante à un angle quelconque f 
£o 

sera— ^« 

a 
Faisons tourner la tige d^un angle très- petit autour de 
son extrémité fixe. Il vient 



d'où 



Telle est Féquation qui détermine Tangle f » dans l'état 
d'équilibre. 

EvLEiy Mém. de VAcad, de Beriin, l'jSif p. ig6« 

6. Une barre pesante A A' A''^ pose son extrémité infé» 



p 


acosvcff — 


a ^ 


o; 




COSf 


£& 





Fis. 38. 




rieure A sur un plan horizontal, 
et s'appuie en A\ A" sur deux 
cheifUles horizontales perpendi^ 
culaires à sa longueur $ la pre- 
mière che\fiUe A! est au-dessus de 
la barre, la seconde est au'des- 
sous. Déterminer les pressions R, 
R', R''^ exercées par le plan et les deux chevilles A', A^. 

Soient a l'inclinaison de la barre sur l'horizon, P son 
poids, G son centre de gravité, A'G = a, AA'=A, 
A'A'^=c. 

Faisons glisser la barre dans le sens de sa longueiu* et 
d'une quantité quelconque /3. Il vient 

Résina — Pp sina = o, 
R = P. 
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Pour trouTer la pression R^, faisons glisser la barre snr 
le plan d'une quantité très-petite, en même temps qu'elle 
tourne autour de la cheville A^ et s^éloigne de la che- 
ville A^ Ce mouvement peut se décomposer en deux, 
autres : Tun de glissement dans le sens de la longueur de 
la barre, Fautre de rotation autour de A^. Le premier 
mouvement a déjà été considéré, et le second nous donne 

— R(A •+- c)co%ada -f- R'crfa -f-P(c — a)cosa</a = o; 

d'où 

R'= Pcosa. 

c 

Nous obtiendrons R^' si nous faisons glisser légèrement la 
barre le long du plan, en même temps qu elle tourne 
autour de A' et s'éloigue de A'^ Il vient 

— R6 cos xda — Pfl cosadoL -h K'cda = o; 

d'où 

R-'^rî^-lt-^Pcosa^R'. 
c 

7. Unjil de longueur donnée, situé dans un plan ver» 
ticàl, passe sur une très-petite poulie fixe A, et porte 
à ses extrémités deux poids P et V qui reposent sur 
deux courhes S et S\ La première courbe est connue, et 
V équilibre du système subsiste, quel que soit le point de 
cette courbe sur lequel on place le poids P. On demande 
de déterminer la seconde courbe S'. Le poids du fil peut 
être négligé. 

Soient / la longueur du fil PAP', p et p' les longueurs 
des parties AP et AP', (f et cj' les inclinaisons de ces fils 
sur la verticale, et /(p, ç) = o Téquation de la courbe 
donnée. 

Faisons glisser légèrement le poids P sur sa courbe ; 
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nous aurons 

Prf.pcosy-4- P'rf.p'co»ç' = o. 

Cette relation subsiste en tout point des courbes S et S'; 
on peut donc Tintégrer, et il vient 

[Pp ces f -+- P'p' cos if' z= const. = C ;, 
d'ailleurs 

Si Ton élimine les quantités pet(f entre ces deux rela- 
tions et l'équation 

/(p>f) = o» 
Téquation finale 

F(p',?') = o 

représentera la courbe cherchée. 

Je Air Bernoulli, Acta erudU., iGgS, febr., p. Sg. 

Leibnitz, ibid,y apr., p. i84« 

L'HospiTAX., ib.j Suppl.» t. II, sect. vi, p. 28g. 

8. Quatre barres homogènes AB, BC, CD, DE réunies 

Fig. 29. . bout à bout par des charnières 

G sont en équilibre dans un plan 

B/ii^î!xi ^^^^'^Vj» verfûra/. Les extrémités A, E 

/^ \ sont engagées dans deux char-- 

aZ— J Aï nières fixes situées sur une 

même horizontale. Les barres inférieures AB, DE sont 
égales entre elles ^ les deux barres supérieures sont pa^ 
reniement égales. Déterminer la relation qui existe 
entre les angles que les barres ififérieures et les barres 
supérieures forment avec V horizon. 

Soient aa la longueur des barres inférieures, a& celle 
des barres supérieures, P le poids des premières barres, 
Q celui des secondes, a Tinclinaison des premières sur 
l'horizon, |3 celle des secondes, et h la hauteur du centre 
de gravité du système au-dessus de Thorizontale AEL 
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On a 

Puisque Féquilibre a lieu, h est un maximum ou un mi- 
nimum, et, par conséquent, 

(F) o = (P + 2Q)acosac/aH-Q6cosp</p. 

D'ailleurs, la distance AE étant invariable, sa différen- 
tielle est nulle, c'est-à-dire que Ton a 

o = d,(^a cosa + 4^^^^) =^a%inoLda + ^sin^^^. 

Multiplions Téquation (F) par sina sin/3, et tirons de 
Téquation résultante la valeur de tang a ; ayant égard à 
notre dernière formule, nous trouvons 

tang a =z — —^ ung p. 

C'est la relation cherchée. 
Si P = Q, il vient 

taDga = 3taDgp (*). 

9. Une barre pesante AR repose tangentiellement sur 

Fig. 3o. '^"^ courbe dont le plan est verti" 

* cal^ et appuie son extrémité A 

contre un plan vertical perpendi'». 

culaire au premier^ la courbe est 

de telle nature, que la barre reste 

en équilibre, quel que soit sonpoint 

de contacta On demande de trou" 

yer l'équation de cette courbe. 

Soient G le centre de gravité de la barre et a la distance 
du point G à Textrémité A. Prenons la verticale du point 
A pour axe des y ^ désignons par Xj y les coordonnées du 

(•) yoir p. 139, probl. 4. 
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point de contact sur la courbe, et par y^ Tordonnée du 
centre de gravité de la barre. 
La Gëométrie nous donne Téquation 

/ dsXdy dy dy 

y^=y^{a^.-)^=.y-^.£-^a^. 

Puisque l'équilibre a lieu, la dérivée de y' par rapport 
i X est nulle, 



Mm 



et puisque l'équilibre a lieu quelque soit le point de con- 
tact^ cette équation convient à tous les points de la courbe 
cherchée. Cette même équation se partage en deux autres : 
Tune, 

d'y 



^«="^' 



représente une ligné droite quelconque \ Tautre, 

-Mm-"- 

a pour intégrale 

/-+-(fl^ — jc*y :=coDst. 

Si Ton prend pour axe des x la position que la barre 
occupe lorsqu'elle est horizontale, la constante est nulle, 
et Téquation de la courbe cherchée se réduit a celle-ci, 

1 t 1 

Cette courbe est Tenveloppe d'une droite de longueur 
constante a, dont les extrémités se meuvent sur deux 
droites rectangulaires. 
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10. Un point matériRl^ sollicité par plusieurs forces, 
est en équilibre quand il coïncide avec le centre de gra^ 
uiié de poids égaux, placés aux extrémités des droites 
qui représentent les forces, 

LsiBiriTz, Journal des Sapants ^ 1 6g3 ; 
OperOy t. Illy p. 283. 

11. n points matériels fixes. A, B, C,. . •, attirent un 
point mobile P proportionnellement à la distance. Mon^- 
trer que F attraction résultante est dirigée vers le centre 
de gratuité des points fixes, supposés de même masse, et 
qu^elle est proportionnelle à nfois la distance du point P 
à ce centre de granité, 

là. Un système de n points matériels, qui s^attirent 
proportionnellement à la distance, est en équilibre. Dé^ 
montrer que V équilibre continuera de subsister, de quel* 
que manière quon déplace les points, pourvu que la 
somme 

/i2(j:>-hj^»-hz»)--(2x)»— (27)' — (2«)% 

relative aux coordonnées de ces divers points, ne change 
pas de valeur. 

13. Une barre ÂB appuie Vune de ses extrémités A 
contre un plan vertical, tandis que Vautre extrémité B 
repose sur une courbe; la barre reste en équilibre, quel 
que soit le point de la courbe sur lequel elle repose. 
Trouver V équation de la courbe. 

Soient a la longueur de la barre et c la distance de son 
centre de gravite à Textrémité B, 

Si Ton prend la verticale du point A pour axe àesy^ et 
que Ton dispose IWigine de manière que Taxe des x 
coïncide avec la barre, lorsque celle«'Ci est horizontale^ 



190 MÉGAIIIQUE EÀTIONITELLE. 

on trouve 



==I1 



équation d'une ellipse. 

1-4. Une barre homogène appuie son extrémité infé^ 
rieure sur un plan horizontal^ et son extrémité supérieure 
contre un plan vertical; à t extrémité inférieure est at- 
taché un ^l horizontal qui s^ enroule sur une trks-petiie 
poulie située sous la barre, et supporte un poids Q. Dé' 
terminer la position if équilibre. 

Si Ton nomme Pie poids de la barre et 6 rincllnaison 
de la barre sur l'horizon, on trouve 

Cette équation détermine la position d'équilibre. 

15. Un point matériel est attiré par ileux centresjixes 
en raison inverse du cane de la distance» Trouver l'é- 
quation de la surface sur laquelle il faut placer le point, 
pour quil reste en équilibre» 

Soient |x et yi' les attractions des deux centres à l'unité 
de distance, r et r' les distances de ces centres à un point 
quelconque de la surface cherchée. 

On trouve Téquation 

i- -f- i— = const. 
r r' 

16. Une barre homogène AB peut tourner librement 
autour de son extrémité A comme charnière; à F autre 
extrémité est attaché un fil qui s^ enroule sur une très- 
petite poulie et supporte un poids Q. La poulie est si- 
tuée verticalement au-dessus de t extrémité fixe A, à 
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tme distance connue &; on connaît aussi la longueur du 
fil, L Trouver une courbe de telle nature^ quUl suffise de 
•poser le poids Q sur cette courbe^ partout ou Von vou^- 
druy pour que le sjrstème soit en équilibre. On néglige 
le poids du JiL 

Soient 2a la longueur delà barre, P son poids, p la 
distance de la poulie à un point quelconque de la courbe 
cherchée, et B Taogle que ce rayon fait avec la verticale* 

L'équation de la courbe est en coordonnées polaires 

Pp»-4-2p(2^Qcosô— P/) =const. 

Sauveur proposa ce problème à THospital, et celui-ci 
en donna la solution dans les Acta erudilorum, i^gS, 
febr., p. 56. Jean Bernoulli iSt observer que la courbe 
est du genre épicycloïde (ibid.j p. Sp). 

Supposons, par exemple, les données telles, que la 

constante arbitraire soil nulle. Alors, si nous posons, 

pour abréger, 

26Q 

Téquation de la courbe devient 

p = 2/ — 2/7 ces 9. 

Cest l'équation de Tépicycloïde qu'engendre un cercle de 
rayon /, roulant extérieurement sur un cercle égal, lors- 
que la distance du point décrivant au centre du cercle 
mobile, auquel il est invariablement lié, est égale à p. 

Ce problème peut être utile pour la construction des 
ponts-leris. 

SECTION II. 

STABILITÉ DE l' ÉQUILIBRE. 

i* Problème des moindres distances. — Le choix des 
centres d'administration ou d'approvisionnement, Téta- 
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blissement des usines, le tracé des routes destinées k re- 
lier les grandes lignes présentent un problème qui, pris 
dans toute sa généralité et réduit à des termes géomé* 
triques, peut s^énoncer ainsi : Déterminer les positions 
cTun certain nombre de points, de telle sorte que leurs 
distances mutuelles et leurs distances à des points don-- 
nés, multipliées respectis^ement par des coefficients con-- 
nus, donnent des produits dont la somme soit la plus 
petite possible. Ces points peuvent d^ ailleurs être assu* 
jettis à d"* autres conditions géométriques. 

Dans les applications, les coeflScients qui affecteront les 
distances seront proportionnels à la fréquence des com- 
munications^ aux poids à transporter; ils seront inverse- 
ment proportionnels à la vitesse, à la facilité du transport. 
Les conditions géométriques se réduiront le plus souvent 
à placer les points cherchés sur des cours d*eau, sur des 
routes déjà construites, en un mot, sur des lignes don- 
nées. 

Soient p^ q^ r, etc., les distances, et X, ^, v, etc., les 
coefficients respectifs. La condition du minimum exige 
que Ton ait 

\dp -f- ^dq 4- '»tir-^. . ,=z o^ 

pqur tous les accroissements infiniment petits des dis- 
tances qui sont compatibles avec les conditions imposées. 
Or cette équation est précisément celle à laquelle on se- 
rait conduit, si Von appliquait le principe des vitesses 
virtuelles à la recherche des positions d^équilibre, en sup- 
posant que chacun des points cherchés fût attiré vers les 
autres points par des forces constantes proportionnelles 
aux coefficients qui multiplient leurs distances. Les posi- 
tions cherchées sont donc des positions d'équilibre; de 
plus, elles sont des positions d'équilibre stable, sinon la 
somme )/i +fA^ + vr. . . serait un maximum, au lieu 
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d'être un minimum. Cette observation n'avance en rien 
la solution analytique, souvent impraticable, mais elle 
conduit immédiatement à une solution pratique fort in- 
génieuflije. 

Supposons d'abord qu'il n'y ait qu'un seul point & dé- 
terminer. Dans un plan vertical, on fixera des anneaux 
de manière que leurs distances mutuelles soient propor- 
tionnelles à celles des points donnés ] par chacun de ces 
anneaux on fera passer un fil léger portant à l'une de ses 
extrémités un poids proportionnel au coefficient du point 
représenté par l'anneau, et l'on réunira toutes les extré- 
mités libres de ces fils sur un même anneau mince, lequel 
sera libre si le point cherché n'est assujetti à aucune liai- 
son, et, dans le cas contraire, s'engagera sur une tige ri- 
gide courbée de manière à représenter la ligne sur laquelle 
le point cherché doit être situé. Le système abandonné & 
lai-même se mettra d'abord en mouvement, mais les 
frottements l'amèneront bientôt a un état d'équilibre 
stable. Alors l'anneau mobile occupera la position du 
point demandé. 

Cest ainsi, par exemple, que l'on déterminera la po- 
sition la plus avantageuse à l'établissement d'une station 
de chemin de fer, destinée à desservir une localité dont' 
les communications n'ont point la même importance dans 
les deux directions de la voie. 

Si l'on a un second point à déterminer conjointement 
avec le premier, on doublera le système précédent, en 
changeant les poids et les positions des anneaux fixes, s'il 
y a lieu*, puis on attachera au nouvel anneau mobile un 
fil passant dans le premier anneau mobile, et portant un 
poids proportionnel au coefficient qui doit multiplier la 
distance des deux points cherchés. Les positions finales 
des deux anneaux mobiles seront les positions demandées. 
On agirait de même pour un plus grand nombre de points. 
L a* <DiT. i3 
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Il est a remarquer qu^en variant convenablement les 
circonstances initiales du mouvement, on pourra obtenir 
toutes les solutions dont le problème est susceptible. 

liAMi et CuLVvmoVy Journal des voies de communieadom; 
SaiDt-Pctersbourg, 1827, n^ 10. 

2. Une barre ÂGB, mobile autour de son extrémité A , 
est soutenue par un fil qui est attaché à son centre de 
grai>ité G, passe sur une très'petife pouhe C, et porte un 
poids Q. La poulie est située sur la verticale de l'extré- 
mité A, à une distance AC égale à celle du centre de 
gratuité AG. Déterminer la position d^ équilibre stable et 
celle d^équilibre instable. On néglige le poids dufiL 

Soient a la distance AC ou AG, / la longueur totale da 
fil GCQ, P le poids de la barre, et Tangle ACG on 
AGC. 

La distance du centre de gravité du système à rhori- 
zontale menée par la poulie G est égale a la fraction 

P{a +acos29) -f-Q(/— 2acosO) 

Cette distance sera maximum ou minimum en même 
temps que la quantité 

PcossO — 2QcosO. 

Si nous représentons cette quantité par u, nous avons 

^« ^ . *. ^ . * 

dB ^ 

Cette dérivée doit être nulle pour que l'équilibre ait lieu; 
par conséquent, dans les positions d^équilibre, 

Ô = o ou cos = -—• 
aP 
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. Examinons laqaelle de ces deux ralenrs de l'angle 
correspojid à l'équilibre stable, laquelle k l'équilibre 
instable. 
On a 

2^7 = — 4Pco$20-i- 2QcosO. 

Pour la valeur = 0, 
d*u 

de là il résulte que, pour 0=0, l'équilibre sera stable 
ou instable, suivant que Ton aura 

Q<2P ou Q>aP. 
Si dans la valeur générale de ^^9 mise sous la forme 





dB' "" 


(fi » ^ <ci ^^v« w «y 


on pose 




»..= ^. 






il vient 




rfe» p 



C«tte quantité est positive lorsque l'on a Q<^ aP ou, ce 
qui est la même chose, lorsque Tangle 6 déterminé par 
l'équation 

cose=^ 
aP 

est réel; d'où il résulte que cette seconde valeur de 
l'angle ne saurait correspondre qu'à un état d'équilibre 
instable. 

3. Une barre homogène ÂB iapptùe par ses extré- 

i3. 
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mités sur deux plans inclinés; elle est en éqwUbre. 
Dire si r équilibre est stable, ou s'il est instable. 

Nommons a/ la longueur de la barre, son inclinaison 
Fig. 3i. sur Thorizon, a, a' les inclinaisons 

des deux plans CA, CB, et suppo- 
sons que a' soie plus grand que a. 
A^ La distance du centre de gravité 

^ — * — de la barre, au plan horizontal qui 
contient Tintersection des deux plans inclinés, a poor 
expression 
, . ^ , ,sin(a'— e) . 
sm (a' -h a) , 

= > , . : [sln (a'— a) sin + 2 sîna' nn a cos $1. 

Sin{«'-*-a) •■ ^ ' •■ 

Cette distance sera maximum ou minimum, en même 
temps que la quantité 

sin (a! — a) sin 9 + 2 sin a' sin a cos = tt. 
Or 

-;;r = sm(a'— tt) COS 9 — 2 sin ft' sitt tt sîh 9, 

et cette dérivée doit être nulle pour que Féquilibre ait 
lieu; par conséquent, 

- sinfa'— a) 

UDge = — / , . ^ 

2 sm a' sin a 

Puisque le second membre est positif, 6 est plus petit 

que -• Ceci posé, la dérivée seconde 



est négative pour une valeur.de 9 inférieure à -; donc 



l'équilibre est instable. 
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4. Une hune carrée et homogène KLMN eit soute^ 
nue par unjil qui est attaché en deux 
points K', L' situés sur une arête de 
la lame, à égale distance des extré* 
mités f tout le système est supporté 
par un crochet C qui s^engage dans 
le.JiL Déterminer les circonstances 
de V équilibre. On néglige le poids 
du fil. 

Soient G le centre de la lame ; 

GH une perpendiculaire à K'L'; 

6 l'angle que cette perpendiculaire fait avec la ver- 
ticale; 

u le double de la distance du point G à Thorizontale 
qui passe au crochet; 

ff et (f ' les inclinaisons des fils CK^ et CL' sur la verti- 
cale; 

c le cAté du carre; 

a la disunce K'Udes deux points d'attache} 

/ la longueur toule du fil; 

X et V les longueurs des parties CK' et CU. 

La Gëomëtrie nous donne 

ir = ccos9 + Xcosf -f-Vcos^', 
A cosO = X sin f -h V sin y% 
a sîn 9 = X cosf -^ V cos y', 

d'où, si Ton élimine X', 

(i) tt = ccosO + X(cosf — cosf') + /cos/, 

(a) «cos9 = )i(sin^ — sîn/) -f- /siny% 

(3) asinô=>(co$f -+-cosf')— icos^'. 

Telles sont les trois équations qui lient la fonction u et 
les4{uatre variables f , ep', 9 et X. 
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On peut considérer f , f' comme des fo&edons de 6 et 
de X, et regarder u comme une fonction des deux variables 
indépendantes et X; alors, dans la position d'équilibre, 
les dérivées totales de u par rapport à X et par rapport i 
seront séparément nulles. 

Occupons-nous d'abord de la variable X. Si nous diffé- 
rentions les équations (1), (a), (3) par rapport a cette 
variable» il vient 

^^^ o = ^=:co8y-cos^'-Xsiny^-(/-X)sin^'j?., 

(5) o = sin © — sin •' 4- X cosy 3^ -h (/ — X ) cosf ' -^ 

n A »A 

(6) o=cosy-hcos/-)isinf^-h{/— X)sinfi'^. 

Ajoutons les équations (4) et (6), puis retranchons les 
mêmes équations. Il vient 

ou 

Reportons ces valeurs dans Téquation (5)^ et nous trou- 
verons 

««? = «»?'» f = ?'f 

c'est Tune des conditions de Téquilibre. 

Considérons maintenant la variabled. Si dans les équar 
tiens (1), (a), (3) nous introduisons la donditionf =f^, 
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ces équations deyiennent 

a =: c cos -f- /cos ç, 

a cos 9 = / sin ^ » 

a5Înd = (3X— /)cosf; 

on en tire aisément la valeur de u en fonction de la seule 
variable 0, 







Urz 


:CC089 4- V^ 


— fl*cos*9, 


et, par 


suite, 














= 


du 

'di 


= - 


-csinO-f- 


a' sin 


9 cos 9 




s/n- 


fl»cos'9 




e = 


:0 


OU 


9 ± arc cos - 


el 



De là il résulte que, si l'on a /<; - V^' + c', il existe 
trois positions d'équilibre : 



9 = 0. 



», ^ = y' =: arc sin ji \ = X'j 



ci c 

9=: arc cos — ' t f = f ' = arc sîn —== ; 

cl c 

9 = — arc cos — t ^ = y' = arc sin ■ 



a^a^-hc* ^/a^-hc' 

Si l'inégalité i < - ^a* -i- c* n*est pas satisfaite, la pre- 
mière position d'équilibre existe seule. 

Premier cas, / <^ - ^a* + c*. 
c 

Lorsque 9=0, les dérivées — — -» — sont positives, et 

leur produit surpasse ( ) \ par conséquent l'équi- 

libre est instable. D'ailleurs u est une fonction continue 
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de ; d*oà il suit que, si Ton fait croître la variablç d'une 

manière continue, on rencontrera alternativement un 

maximum et un minimum de la fonction. Les positions 

cl 
déterminées par les valeurs = db arc cos ■■ - , sont 

a ^a^ -h c* 

donc des positions d'équilibre stable. 

Deuxième cas. /"> - \/â^"-+-^ • 

Lorsque 6 = o, les dérivées ~r^ » ^-j- sont-négatives^^t 

leur produit surpasse f -7—- ) 5 par conséquent l'équi- 
libre est stable. 

5. Deux points pesants, P, P', réunis par un ^l sans 
poids, sont placés sur la surface connexe d^un cylindre 
horizontal. Déterminer la position d^ équilibre, et dire si 
Véquilibre est stable ou s'il est instable. 

Il est clair que tout le système doit être situé sur un 
même cercle vertical. 

Soient P et P' les poids des deux points, ^ et ({/ les angles 
que les rayons menés à ces points font avec la verticale, 
et a Tangle sous-tendu par le fil . 

La position d'équilibre est définie par l'équation 

fl> — / P' — P « 
tang— — ==p— ^ung-, 

et l'équilibre est instable. 

6. Un point matériel est attiré vers deux centres JtxeSy 
par des forces proportionnelles à la m**"*' puissance de 
sa distance à chacun de ces centres. Dire dans quel cas 
l'équilibre est stable, et dans quel cas il est instable, 

L^équilibre est stable si m est ppsitif, il est instable si 
m est négatif* 
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7. Un solide de révolution, homogène, repose par son 
sommet sur le sommet d^un autre solide de révolution, 
dont Vaxe est également vertical. Le premier corps est 
tout entier au-dessus du point de contact, le second corps 
est au-dessous. On nomme r et r' les rayons de cour-- 
bure des deux surfaces au point de contact. 

Démontrer que V équilibre du premier corps sur le 
second est stable, instable ou indiffèrent^ selon que la 
hauteur du centre de gravité du premier solide au-dessus 
du point de contact est inférieure, supérieure ou égale 

8. Un disque elliplique, homogène et très-^mince est 
placé dans un plan vertical sur deux appuis^ situés aux 
extrémités de deux diamètres conjugués et placés à la 
même hauteur. Démontrer que le disque est dans une 
position d'équilibre instable. 

9. Un solide homogène est formé d*une demi-sphère 
et d*un cône, dont la base coïncide avec celle de la demi- 
sphère. Trouver la plus grande hauteur que peut avoir 
le cône, le solide étant assujetti à la condition d^étre en 
équilibre stable, quand on pose le sommet de la demi- 
sphère sur un plan horizontal. 

La hauteur cherchée est égale au prodait tie ^ par le 
rayon de la sphère, et par conséquent la seétion méri- 
dienne du cane est un triangle équilatéral. 



ÉTUDE GÉOMÉTRIQUE DU MOUVEMENT 



CINÉMATIQUE. 



Dans une étude complète du mouvement d*un corps on 
doit considérer les positions successives du corps dans 
l'espace, le temps qu'il met à passer d'une position à une 
autre ou sa vitesse, et les causes de son mouvement ou les 
forces. 

Quand on s'arrête k considérer les positions succès* 
sives du corps en faisant abstraction du temps et des 
forces, on fiiit une étude géométrique du mouyement. 
Si Ton ajoute la considération du temps en faisant encore 
abstraction des forces, on se trouve dans le domaine de 
la Cinématique. Enfin, si l'on cesse de faire abstraction 
des causes du mouvement, on est dans la Dynamique 
proprement dite. Il est clair qu*avec la considération des 
forces est introduite celle de la quantité de matière que 
le corps possède, ou de sa masse. 

L'étude géométrique du mouvement est née avec la 
CSéométrie. Les méthodes pour décrire les courbes du 
second degré d'un mouvement continu, le tracé des tan- 
gentes de Roberval, la méthode des roulettes de Descartes 
appartiennent à cette Géométrie du mouvement. 

La Cinématique, considérée comme une science dia- 
tincte des autres sciences mathématiques, date de ce siècle. 
Ampère ('*') a Je premiei* fait ressortir l'avantage qu'on 

( *) Euai sur la classification des sciences. 
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trouve a étudier d'abord le mouvement sans 8*occuper de 
ses causes; il a nommé Cinématique la science qui a 
cette élude pour objet. 



CHAPITRE PREMIER. 

THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LE MOUVEMENT D'UN SYSTEMS 
DE FORME INVARIABLE. 



Euler ('*') a démontré le premier qu'un corps solide, 
mobile autour d'un point fixe, peut être amené, d'une 
position à une autre position quelconque par une rotation 
autour d'un axe ipassant par le point fixe. De là il suit 
immédiatement que tout mouvement infiniment petit 
d'un corps solide, libre dans l'espace, peut se réduire 
à une translation de l'un de ses points, pris i volonté, 
accompagnée d'une rotation autour d'un axe qui passe 
par ce point. 

MM. Poinsot {**), Chasles et Poncelet ont complété 
les recherches d'Euler. Us sont arrivés k définir géométri- 
quement, de diverses manières, le mouvement continu le 
plus général d'un corps solide. 

On trouvera dans ce chapiti*e une série de théorèmes 
remarquables énoncés par M. Chasles dans les Comptes 
rendus de Vjicadémie des Sciences pour i853, ainsi que 
diverses propositions éparses dans les écrits de cet auteur. 

Nous ne considérerons en général que les mouvements 
infiniment petits d'un système de forme invariable. Toutes 



( * ) Nwi Commentarii Acad, Petrop,, 1775. 

("*) Théorie tufwelU de U rotation des eorpt^ iSSa. 



cinévÂTiQuc. ào5 

nos démonstrations seront fondées sur le principe des in- 
finrment petits, que nous supposerons toujours présent à 
Tesprit du lecteur. Les points de notre système décriront 
en général des trajectoires infiniment petites du premier 
ordre; les lignes décriront des angles infiniment petits du 
même ordre. Si un point particulier ne décrit qu'une tra- 
jectoire infiniment petite du second ordre, nous conclu- 
rons immédiatement que ce point reste immobile ; ce qui 
est tout à fait rigoureux. 

1. Considérons une figure plane assujettie à rester 
dans un même plan, une droite tracée à volonté sur cette 
figure, et deux points aelb pris sur cette droite. Dépla- 
çons la figure d'une manière quelconque. Soient a' et V 
les nouvelles positions des points a et & sur le plan fixe, 
et m le point du plan où se coupent les deux positions de 
la droite. Nous pouvons supposer les points aei b choisis 
de telle sorte, qu'avant le mouvement le point b de la 
droite coïncide avec le point m du plan, et qu'après le 
mouvement la nouvelle position a' du point a coïncide 
avec le point m. Ceci posé, élevons une perpendiculaire 
sur le milieu de am^ et une autre perpendiculaire sur le 
milieu de mb'\ ces deux droites se couperont en un 
point F, centre du cercle circonscrit aux points a, (a', &), 
b', et il est clair qu'on pourra amener la droite dé la pre« 
ndère position à la seconde, par une rotation convenable 
autour du point F. Or la position de la droite détermine 
celle de la figure^ Donc, toute figure plane, assujettie à 
rester dans un plan, peut être amenée d'une position 
donnée à une autre position prise à volonté, par une sim-^ 
pie rotation autour d'un point convenablement choisi. 

Admettons maintenant que le déplacement imprimé 
soit infiniment petit. Alors la trajectoire infiniment petite 
dn point a se confond.avec la droite aa' ou am^ et celle 
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du point b avec la droite bb' ou mb^ \ par suite^ le mouve- 
ment de la droite ab est en réalité une rotation autour de 
Tinterseclion F des normales aux trajectoires des deux 
points a et b. Or la droite ab entraine la figure entière 
dans son mouveinent autour du point fixe F ; en sorte que 
chaque point de la figure tourne autour de ce point. U 
s^ensuit que les normales aux trajectoires de tous les 
points de la figure passent en un même point F. Ce point 
se nomme, suivant Euler, le centre instantané de rota- 
tion. Le pied de la perpendiculaire abaissée du centre 
instantané de rotation sur une courbe qui fait partie de la 
figure est Tîntersection des deux positions successives de 
la tangente à la courbe en ce point, ou, ce qui est la même 
chose, il est l'intersection des deux positions successives 
de la courbe. 

2. Considérons toujours une figure plane assujettie k 
rester dans un même plan, et supposons que l'on donne i 
cette figure un nombre quelconque de positions diffé- 
rentes. Marquons dans le plan fixe les points F^ F', etc., 
autour desquels on doit faire tourner la figure, pour Tame^ 
ner, par de simples rotations, de la première position à 
la seconde, de la seconde k la troisième, et ainsi de suite. 
Marquons aussi sur la figure les points/, /', etc., qui sont 
tour à tour les centres de ces rotations successives, et joi-* 
gnons par des droites les points F, F', etc., et les points 
de la figure/,/', etc. U est évident qu'on peut faire passer 
la figure par toutes les positions données, en faisant rouler 
le polygone /f'. . . sur le polygone FF'. . . . 

Maintenant, supposons que les positions données de 
la figure soient infiniment voisines et infiniment nom-* 
breuses. Alors, les polygones Z/''... et FF'... se réduisent 
à deux courbes, et comme il n'est qu'un seul mouvement 
capable de faire passer la figure d'ime manière continue 
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les positions données, il en résulte que tout 
' d'une figure plane dans un plan se réduit 
d^une courbe liée av^ec la figure sur une 
^'^ncÊviefixe dans le plan. Le point de contact des 
est à chaque instant le centre instantané de 



3. Si, dans le théorème 1, on remplace la figure plane 
par ime figure sphérique assujettie à rester sur une sphère 
fixe, et que Ton remplace les droites par des arcs de grands 
codes, on obtient des théorèmes correspondants, et en 
pvticulîer celui-ci : Tout mouvement infiniment petit 
d*9ne figure sphérique sur une sphère fixe se réduit à 
«Bc rotation autour d^un point de la sphère comme pâle. 

4. De là il résulte, comme au théorème 2, que le 
mouvement le plus général que Ton puisse donner à une 
fisnre sphérique assujettie a rester sur une sphère fixe 
consiste i faire rouler une courbe liée avec la figure sur 
Qoe courbe fixe tracée sur la sphère. 

Si Ton conçoit que la figure sphérique soit liée avec un 
corps solide retenu par le centre de la sphère, on conclura 
que le mouvement le plus général d^un corps solide re- 
tenu par un point fixe se réduit au roulement d*un 
cône lié avec le corps sur un autre cône fixe dans Ves^ 
pace. Ces deux cônes ont leur sommet commun au point 
fixe, et leur génératrice de contact est à chaque instant 
l'axe instantané de rotation. 

5. Il suit du théorème précédent que tout mouvement 
infiniment petit d'un corps solide peut se réduire à une 
translation rectiligne d*un point O, lié invariablement au 
corps et choisi à volonté, accompagnée d'une rotation 
autour dun axe 01 passant par le point O. 
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On peut encore considérer lé même déplacement infini- 
ment petit comme résultant d'une rotation autour d'un 
certain axe FX parallèle i 01, et d une translation pa- 
rallèle k cet aice. En effet, si l'on imagine une section 
faite dans le corps perpendiculairement à Taxe 01, et une 
figure S tracée sur ce plan, après le mouvement infini- 
ment petit du corps, la projection S' de la figure S sur la 
position primitive du plan sécant sera une figure identique 
i la figure S, puisque le plan n'a fait que se déplacer pa- 
rallèlement à lui-même. Il s^ensuit (théor. i) qu'on 
peut amener la figure S de sa position initiale k la posi- 
tion S' par une rotation autour d'un certain point F du 
plan primitif, puis de la position S' à la position finale 
qu'elle occupe après le mouvement du corps, par une 
translation rectiligne perpendiculaire i son plan. La 
figure S entraînant le corps entier dans son mouvement, 
le corps aura passé de sa position initiale à sa position 
finale. Le premier mouvement est une rotation autour 
d'un axe FX parallèle à OI, le second est une translation 
parallèle au même axe. Rien n'empêche d'admettre que 
ces mouvements soient simultanés. D'après cela, tout 
mouvement infiniment petit d^un corps solide libre se 
réduit à un mouvement de rotation autour iun axe qui 
glisse sur lui-même pendant cette rotation ^ de sorte que 
le mouvement du corps n'est pas autre chose ^e le mou- 
vement d'une vis dans son écrou. 

6. Les positions que Vaxe instantané de rotation et 
de glissement FX occupe successivement dans l'espace 
forment une surface réglée. Les positions que le même 
axe instantané occupe successivement dans le corps for- 
ment une autre surface r^lée. Le mouvement continu 
du solide peut être considéré comme produit par le rou- 
lement de la seconde surface réglée sur la première, ac- 
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compagne d*un glissement le long de la génératrice de 
contact. 

7. Considérons encore un solide qui reçoit un dépla- 
. cernent infiniment petit, et un plan quelconque lié inva- 
riablement à ce corps; traçons une figure sur ce plan, 
et examinons le mouvement de la projection de cette 
figure sur la position primitive du plan. Cette projection 
reste identique à elle-même; car une ligne de Ja figure et 
sa projection ne diffèrent que d'une quantité infiniment 
petite par rapport à Tangle des deux directions. Il en 
résulte, comme au théorème 5, que la projection de la 
figure tourne dans le plan primitif autour d'un point F. 
Les normales aux trajectoires des points de cette projec- 
tion passent toutes au même point F. D'ailleurs elles 
coïncident avec les traces des plans normaux aux trajec- 
toires décrites dans l'espace par les points de la figure 
primitive -, car lorsqu'un plan est perpendiculaire à une 
droite^ la trace du plan et la projection de la droite sur 
un même plan sont perpendiculaires entre elles. Par con- 
séquent, un plan étant considéré comme faisant partie 
du corps y les plans normaux aux trajectoires de ses 
points passeront tous par un même point de ce plan. 
Nous nommerons ce point \e foyer du plan. 

Ce qui distingue le foyer d'un plan de tous ses autres 
points, c'est que sa trajectoire est perpendiculaire au plan. 

8. Les points qui appartiennent à l'intersection de 
deux positions successives du plan ont leurs trajectoires 
situées dans le plan; car ces points appartiennent à la pre- 
mière position du plan, avant et après le mouvement. Au 
reste, si trois points non situés en ligne droite avaient 
leurs trajectoires dans le plan, le plan n'aurait fait que 
glisser sur lui même. Donc, // existe dans le plan une 
infinité de points dont les trajectoires sont situées dans 

I. 3« ÉDIT. l4 
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le plan même; tous ces points sont situés sur l'intersec- 
tion de deux positions consécutives du plan. Noos ap- 
pellerons celle droite la caractéristique du plan, sniTani 
une expression employée par Mooge dans la théorie des 
surfaces développables. 

9. Si plusieurs plans sont liés invariablement au 
même corps solide, el que celui-ci reçoive un mouvement 
infiniment petit, les foyers a, |3 de deux plans se trouvent 
sur Tintersection A des plans normaux aux trajectoires 
de deux points a^ b pris à volonté sur rintersection D 
de ces deux plans. Par conséquent, lorsque plusieurs 
plans liés in\fariablement au même corps passent par 
une même droite D, leurs foyers sont sur une deuxième 
droite A. 

Dans le même déplacement infiniment petit du mobile, 
deux plans menés par la droite A et liés à ce corps ont 
leurs foyers sur l'intersection des plans normaux aux tra- 
jectoires des deux points a, j3 pris sur la droite A. Ces 
plans normaux sont précisément les deux plans consi- 
dérés en premier lieu; leur intersection est la droite D. 
Donc, réciproquement, plusieurs plans menés par la 
droite A et liés au même mobile ont leurs foyers sur la 
droite D5 de sorte que ces deux droites jouissent de pro- 
prié lés réciproques. Nous appellerons ces deux droites D, 
A, droites conjuguées. 

10. Il résulte de la définition même du foyer que, quand 
plusieurs plans passent par un même point, leurs foyers 

' sont tous sur un même plan^ qui a son foyer en ce point, 
puisque le plan est perpendiculaire à la trajectoire du 
point. 

1 1 . Si nous supposons dans le théorème 9 que la di^ite D 
soit située n Finfini, nous aurons des plans parallèles 
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doRi les foyers seront sur une même droite A*, et ccMnme 
cette dnnte a sa conjuguée située à l'infini, il en résulte 
qu'elle se meut parallèlement à elle-même; d'ailleurs, il 
est clair que toutes les droites qui se meuvent parallèle- 
ment à elles-mêmes sont parallèles eutre elles. Donc, 
quand plusieurs plans sont parallèles entre eux, leurs 
fcyyers sont sur une droite qui est toujours parallèle à 
un même axe, quelle que soit la direction commune des 
plans. 

13« Si tous les ]dan» parallèles sont perpendiculaires à 
la direction de cet axe, leurs foyers seront sur one certaine 
droite X, qui glissera sur dle*même pendant le mouve- 
ment du corps. 

Pendant ce glissement de la droite X sur elle-même, 
le corps ne pourra que tourner autour d'elle. Cette droite 
est l'axe instantané de rotation et de glissement dont 
Texistence a été démontrée plus haut (théorèmes 5 et 6}. 

13. Reportons^nous au théorème 9* Dans le mouve- 
ment infiniment petit du corps, les points a, (3 restent à 
la même distance de la droite D, puisque, étant les foyers 
de deux plans qui passent par cette droite^ ils ont leurs 
trajectoires perpendiculaires à ces plans. Il en résulte que 
nous pouvons amener ces deux points et la droite A a 
leur position finale par une rotation du corps autour de 
la droite D. Par une même raison, en vertu de la réci- 
procité des droites D et A, nous pouvons amener la 
droite D à sa position finale par une rotation du corps 
autour de la droite A. Ces deux mouvements successifs* 
ou simultanés amèneront le mobile à la position qu'il 
occupe h la Gu du déplacement considéré -, c'est-à-dire que 
les deux droites conjuguées D et A sont deux axes de 
rotations simultanées qu on peut imprimer au corps pour 
effectuer son déplacement. 

,4. 
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14. Il résulle du théorème 9 que la caractérùtique 
d^un plan a pour conjuguée la tangente à la trajectoire 
duf<yyerde ce plan, 

15. D'après les deux théorèmes précédents, on voit 
que la caractéristique d'un plan ne peut que tourner au- 
tour du foyer de ce plan, considéré comme un point fixe. 
Or, pendant ce mouvement, le plan ne peut que tourner 
autour de sa caractéristique. On peut donc dire^ en géné- 
ral, que £ou^ déplacement infiniment petit âUme figure 
plane dans V espace se réduit à une rotation du plan de 
la figure autour d^ une droite de ce plan, pendant que 
cette droite tourne elle-même autour d*un point fixe, 
sans sortir de la position primitive du plan. 

16. Soient a un point du corps, et i^ la position que ce 
point occupe dans l'espace après un mouvement infini- 
ment petit. Considérons la droite aa\ invariablement 
liée au corps. Après le mouvement infiniment petite elle 
passe encore au point a!'^ par conséquent, les deux posi- 
tions de cette droite sont dans un même plan. Si nous 
considérons ce plan comme invariablement lié au corps, 
sa caractéristique sera la droite aa' (théorème 8). Cette 
droite, dans sa première position, est tangent^ à la tra- 
jectoire du point a. 

De là résulte ce théorème : La tangente à la trajectoire 
d^un point jouit de la propriété d'hêtre la caractéristique 
d\tn plani et réciproquement, il est clair que la carac^ 
téristique d^un plan est tangente à la trajectoire d'un 
de ses points ^ sav^oir^ le pied de la perpendiculaire abais- 
sée du foyer sur la caractéristique (théorème 15). 

17. Soit D une droite normale à la trajectoire d'un de 
ses points a. Si nous projetons cette droite sur un plan 
fixe qui lui soit parallèle, la projection de la droite, avant 
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ei après le mouvement infiniment petite sera perpendi- 
culaire à la projection de la trajectoire du point a; d'où 
il résulte (théorème 1) que la projection de la droite 
tourne autour de l'un de ses points b qui est fixe. Le plan 
normal à la trajectoire du point de la droite D qui se pro- 
jette en b passe par celte droite. Le plan normal i la tra- 
jectoire du point a passe également par la droite D^ donc 
(tbéorème 9) la droite D est elle-même sa conjuguée A, 
et elle est normale aux trajectoires de tous ses autres 
points. 

i8. Il suit de là que, quand une droite de longueur 
constante se meut dans l'espace, de manière à être tou- 
jours normale à la courbe décrite par Tune de ses extré- 
mités, elle est normale aussi à la courbe décrite par son 
autre extrémité. Quand, sur une surface engendrée par 
une ligne droite, on trace deux courbes qui coupent à 
angle droit toutes les génératrices, les segments de ces 
droites compris entre les deux courbes sont tous égaux 
entre eux. 

19. Une droite qui s'appuie sur deux droites conju- 
guées D, A est normale aux trajectoires de l'un quel- 
conque de ses points d'appui (théorèmes 9 et 13); par 
conséquent, cette droite est normale aux trajectoires de 
tous ses points. 

20. Lorsqu'une droite U s'appuie sur une autre 
droite D, et jouit de la propriété d'être normale aux tra- 
jectoires de tousses points, elle s'appuie sur la droite con- 
juguée A, car les droites Lf et A sont situées dans le plan 
perpendiculaire à la trajectoire du premier point d'ap- 
pui (théorèmes 9 et 13). 

On voit, parles deux théorèmes précédents, que deux 
droites conjuguées D, A, et deux autres droites conju- 
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guées quelconque$ ly, A\ sont toujours 4f Maire généra- 
trices d*un même modç de génération d'un hyperholoide 
à une nappe, c'est-à-dire que toale droite qui s'appuiera j 

£ur trois de ces ligues reocontrera néoessairemeut U qua- ! 

trième. 

21 . Lorsqu'^une droite rencontre l'axe de rotation X et 
lui est perpendiculaire, tous les points de cette droite 
décrivent des trajectoires normales à cette droite même 
(théorème 12). 

Il en résulte, eu égard au théorème précédent, que tout 
plan perpendiculaire à Taxe de rouiion X rencontre deux 
droites conjuguées quelconques D, A et l'axe lui-même 
en trois points qui sont en ligne droite; ou, en d'antres 
termes, par deux droites conjugées D, A, et par Vaxe 
de rotation, on peut f cure passer un paraboloide hyper- 
bolique dont les génératrices soient perpendiculairas à 
cet axe. 

22. Dans un paràboloïde hyperbolique, trois généra- 
trices d'un même système X, D, A sont parallèles à un 
même plan ; donc la génératrice de l'autre système, qui est 
perpendiculaire à X et à D, est aussi perpendiculaii^ a A. 

Ainsi, la droite par laquelle se mesure la plus courte 
distance de deux droàes conjuguées D, A renco9ttre 
l *axe de rotation et lui est perpendiculaire. 

23. Ce dernier théorème permet de troui^r V axe de 
rotation X, quand on connaît en direction les trajectoires 
de trois points du corps. En effet, soient a, &, c ces trois 
points. Les plans menés par a etb perpendiculairement 
aux trajectoires de ces points se couperont suivant une 
droite aj3 qui sera la conjuguée de la droite ah. On cher- 
chera la droite qui mesure la plus courte distance des 
deux droites a&, a/3 ; elle s'appuiera sur Taxe cherché X. 
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et lui sera perpendiculaire. On déterminera de même, 
avec les deux points a, c oub, c une autre droite jouis* 
sant des mêmes propriétés; l'axe X sera donc déterminé. 

24. Quand plusieurs droites D, D^ . . . passent par 
un mëme^ point, leurs conjuguées A, A', . • • so7it dans 
un même plan qui est normal à la trajectoire de ce point 
(théorème 9). Réciproquement, quand plusieurs droites 
sont dans un même plan y leurs conjuguées passent toutes 
par un même point qui est le foyer de ce plan (théo- 
rèmes 7 et 9). 

25. Nous pouvons considérer un système de droites 
parallèles comme les intersections de deux systèmes de 
plans parallèles. Diaprés cela et en vertu du théorème 1 1 , 
quand plusieurs droites sont parallèles entre elles, leurs 
conjuguées sont dans un plan parallèle à l'axe de 
rotation. 

26. Lorsqu'une droite D est située dans un plan per* 
pendiculaire à Taxe de rotation, toute droite menée dans 
ce plan par Taxe de rotation rencontre la droite conju- 
guée A (théorème 20)-, d'ailleurs, deux droites conju- 
guées ne sauraient être dans un même plan (théorème 9), 
à moins qu'elles ne coïncident. Donc, quand une droite 
est située dans un plan perpendiculaire à l'axe de rota-- 
tionj sa conjuguée passe par le point où le plan ren- 
contre cet axe. Réciproquement, si une droite rencontre 
Vaxe de rotation en un point, sa conjuguée est située 
dans le plan mené par ce point perpendiculairement à 
Vaxe. 

27. Quand une droite est tangente à la trajectoire de 
l*un de ses points a, sa conjuguée est située dans un plan 
perpendiculaire à la première, savoir, le plan dont ic 
point a est foyer. Si Ton rapproche cette remarque du 
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théorème 16, on conclura que, quand une droite est 
tangente à la trajectoire d'un de ses points^ sa con^ 
juguée est aussi tangente à la trajectoire d^un de ses 
points. Ces deux droites sont à angle droit, et la droite 
qui mesure leur plus courte distance est celle qui joint 
les deux points aux trajectoires desquels elles sont tan- 
gentes. 

En d'autres termes, quand une droite est la caracté- 
fistique d'un plan^ sa conjuguée est aussi la caractérisa- 
tique d^un autre plan. Ces deux plans sont à angle 
droit; le foyer du premier est sur la deuxième droite, 
et le foyer du second sur la première droite, La droite 
qui joint ces deux foyers est celle qui mesure la plus 
courte distance des deux caractéristiques. 

Il résulte de là et des théorèmes 16 et 22 que la per- 
pendiculaire abaissée du foyer d'un plan sur la caracté- 
ristique rencontre Taxe de rotation X, et lui est perpen- 
diculaire. 

28. Considérons une droite qui s'appuie sur deux 
droites conjuguées, et un plan perpendiculaire à cette 
droite. Le pied de la droite sur le plan se meut perpendi- 
culairement à la droite (théorème 19) ; sa trajectoire est 
donc située dans le plan même, c*est-à-dire qu'elle appar- 
tient à la caractéristique du plan (théorème 8). 

En d'autres termes, deux droites conjuguées quelcon- 
ques étant projetées orthogonaleinent sur un plan quel^ 
conque, leurs projections se coupent en un point situé sur 
la caractéristique du plan. 

29. Considérons un plan, et sur ce plan les traces de 
deux droites conjuguées. Si, par le foyer du plan, on 
mène une droite h l'une des deux traces, celte droite pas- 
sera par la seconde trace (théorèmes 17 et 20) ; par con- 
séquent, deux droites conjuguées rencontrent (in pliiH 
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quelconque en deux points qui sont toujours en ligne 
droite avec ie foyer du plan . 

30. Étudions main tenant les relations de grandeur qui 
existent entre les divers éléments dont nous venons de 
considérer les situations relatives. 

Soient v la rotation du corps autour de Taxe X-, 

e la translation de cet axe dans sa propre direction, 
c^est-à-dire l'espace décrit par chacun de ses points; 

O et fl les rotations autour de deux droites conjuguées 
Det A; 

(D, X), (A,X), (D, A) les angles que font entre elles 
les droites D, X ; A, X ; D, A ; 

r la plus courte distance de la droite D à Taxe X ; 

p la plus courte distance de la droite A au même axe. 

r + p sera la plus courte distance des droites D et A 
(théorème 22). 

Portons sur les axes D, A, X des lignes proportion- 
nelles aux rotations qui ont lieu autour de ces axes, et 
regardons ces droites comme nous représentant les rota- 
tions respectives. On sait que nous pouvons composer ces 
lignes comme si elles représentaient des forces \ on sait 
aussi qu'un couple de rotations est équivalent à une trans- 
lation proportionnelle au moment de ce couple, et per- 
pendiculaire à son plan. 

Ceci posé, transportons les deux rotations O, O au 
point où la droite qui mesure la plus courte distance 
entre les axes D, A rencontre Taxe X. Alors nous avons 
en ce point trois rotations O, II, v dont la dernière est la 
résultante des deux autres (théorème i3); par consé- 
quent 

^'^ sio (A, XJ "" sin (D, X) "" sin(D, A)* 

Nous avons fait naître, par ce transport, deux couples 
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de rouUoiis dont les moments scmt Ot eiSlp. Pioietoos 
les translations que produisent ces epuples, dVboid sur 
Taxe X, puis sur un plan perpendiculaire à cet axe; il 
vient 

(2) Orsia(D9 XJ H- ûf sîn ( A, X) = •, 

(3) Orcos(D, X) — apcos(A, X) = o. 

Ces deux dernières équations nous donnent 
,^aJ^(r, y. , siD(A,X)cos(D,X) l 

iBi, si Ton remplace par sa valeur en fonction de v tirée 
des équations (i), 

, = .rt^j^ (D. X) ^ "•"' ^^' ^]:^^^' ^n . 

sin(DyA)j_ ^ ' cos(A, X) J 

D'ailleurs, 

(DA) = (DX)-h(AX); 

par conséquent, 

(4) ^ = rUng(A, X). 

On trouverait de même 

{5) ^=ptang(D, X). 



M 



De ces formules nous tirons cette conséquence (théo* 
rèae 10), que, un premier axe de rotation D étant pris à 
"Volonté^ V inclinaison du deuxième axe ^ sur Taxe in^ 
stanîané de rotation ei de glissement X ne dépendra 
-que de la distance du premier axe à ce dernier. 

Si la droite D est dirigée suivant la trajectoire d'un de 
ses points, la droite À sera dans le plan normal à cette 
trajectoire (théorème 9), et Ton aura 

laiig(A, X)tang(D, X)==r i; 
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d'aà Ton tive, en fauui£ le produit des ^uadobs (4) 
et (5), 

rpzzz'-^:^ COOSt. 

y 

31. Si nous nou$ servons des équations (i) pour élimi- 
ner il de Féquation (2)1 il ^ent 

0{rH-p)«iii(D,X) = t, 

ou encore, d'après les équations (1), 

On (r H- p) sin (D, A) = t«. 

Le premier membre de cette équatioh est ^al à A% fob 
le Tolaine du tétraèdre qui a pour arites opposées les 
deux ligues O, £Z, prises sur les axes D et A *, par coiwé*- 
quent, i/uon porte sur deux droite D, A^ deux seg^ 
ments/^rofforiionnels aux roîaUfm$ du oorps imttmr de 
ce$ droites^ Je tétraèdre construil sur oesdeux segments 
comme ar&es opposées aura son voharm cansêanî (*). 

32. Projetons sur une droite D les trajectoires de ses 
différents points ^ les projections seront égales entre elles 
et ne dépendront que de la rotation autour de l'aKe si- 
multané A. Soit p l'une de ces projections. Sa valeur 
sera 

/; = û(r-^p)siD(D,A); 

en sorte que l'équation du théorème précédent nous donne 
la relation 

0/> = tu. 

On en conclut que la rotation du eor^s autour d*une 
droite quelconque est en raison inverse du mouymnent 
de cette droite estimé dans sa propre direetien. 

Soient 9 Taugleque la droite D fail avec la trajectoire 

(«) Voir p. et. 
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d'un de ses points a, et q la longueur de cette trajectoire 
iofiniment petite. On aura 

/»=rycosO, 
et, par conséquent, 

Oycosô = fu. 

Si, par le même point a, on fait passer plusieurs droites 
D, D', etc., on aura 



Oco89 = 0'cosd' 



Il s*ensuit que plusieurs droites étant menées par un 
même point, si l'on porte fur ces droites, à partir de ce 
point, des segments proponionnels aux rotations du 
corps autour de ces droites, les extrémités de ces segments 
seront sur un plan perpendiculaire à la trajectoire du 
point ^ la rotation minimum aura lieu autour de la tra- 
jectoire du même point ^ et celte rotation t multipliée par 
la trajectoire du même point, forme un produit constant, 
quel que soit le point* 

33. Considérons un plan V faisant partie du corps en 
mouvement. 

Soient 

/' la distance du foyer à l'aie instantané X ; 

p la distance de la caractéristique à cet axe ; 

O la rotation du plan autour de son foyer; 

n sa rotation autour de sa caractéristique \ 

xs Tangle que le plan fait avec un plan perpendiculaire 
à l'axe X. 

Abaissons du foyer une perpendiculaire sur la carac* 
téristique. On a vu (théorème 27) que cette droite ren- 
contre Taxe X et lui est perpendiculaire. Les extrémités 
de cette droite sont animées de deux mouvements jx:ctan- 
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galaires : Tun, parallèle à Taxe de rotation, est égal à e ; 
Tautre, perpendiculaire à cet axe, est égal à vrpour Tex- 
trémité qui est au foyer, et à \jp pour rextrëmité qui est 
sur la caractéristique. Ces deux mouvements se com- 
posent en un seul, qui est perpendiculaire au plan P pour 
la première extrémité, et qui est situé dans ce plan pour 
la seconde extrémité. On a donc 
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Quand deux plans P et P' sont perpendiculaires y on a, 
pour ces plans, 

tango taDg6r' = iy 

et, par conséquent, 

«_/ * ^.f 

On en conclut que les distances de leurs foyers à Vaxe 
de rotation ont leur produit constant^ et que les dis- 
tances de leurs caractéristiques à Vaxe de rotation ont 
aussi leur produit constant, 

34. Les deux rotations du plan autour de son foyer, et 
autour de sa caractéristique, ont pour résultante la rota- 
tion V autour de l'axe X ; on a 

O = V cos o , fit = V sin cr . 

Dans le plan P menons une droite quelconque D, et 
nommons (C, D) I!angle que cette droite fait avec la ca- 
ractéristique. Le trièdre dont les arêtes sont parallèles à 
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Fane X, à la caractéristique et à la drohe D, est rectangle 
le tan; lie Farète parallèle k la caractérittiqne (tàëo- 
rèaie 27). On a donc 

cos(D, X) =sint7C0s(C| D), 

tir si l'ott a égard à l'équatioa précédcntei, 

ûcos(C9 D) = ucos(D, X); 

de sorte que, pour chaque pian mené par une même droite 
D, on a 

acos(Cy D) = const. 

Nous proposerons comme exercice de démontrer par 
l'analyse quelqu'une des propositions qui précèdent. 
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CHAPITRE IL 

APPLICATIONS A LA GÉOMÉTRIE, AUX SYSTÈMES ARTICULÉS 
ET AUX ENGRENAGES. 



1 . Lorsqu'une courbe plane se meut dans uu plan, el 
que Ton connaît, pour Tune de ses positions, les tangentes 
aux trajectoires de deux de ses points a et b^ il e^t aisé, 
pour celte positioui de résoudre les problèmes suivants : 

Mener la normale et la tangente à la courbe décrite 
par un point m lié à la courbe mobile. 

Déterminer le rapport des vitesses de deux points liés 
à la courbe mobile» 

Trouver le point de contact de la coubre mobile avec 
son enveloppe, 

La solution xle ces problèmes découle immédiatement 
des propositions placées sons les n*^ i et 9 dans le chapitre 
précédent. En efièt, connaissant les tangentes aux trajec- 
toires des points a et &, on peut tracer les normales à ces 
trajectoires *, leur intersection sera le centre instantané 
de rotation pour la courbe mobile. Ce centre étant connu, 
i) suffira de le joindre au point décrivant m pour avoir la 
normale et, par suite, la tangente à la tourbe décrite par 
ce point. Les vitesses des différents points de la figure 
mobile seront entre elles comme les distances de ces points 
an c^itre instantané. La normale abaissée du même 
centre sur la courbe mobile la rencontrera au point de 
contact avec son enveloppe. 

Si l'on connaît les trajectoires de deux points a et & de 
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la figure mobile, on pourra construire la courbe S' dé- 
crite par le centre instantané sur le plan fixe du mouve- 
ment, et aussi la courbe S'' décrite par le même centre 
sur le plan mobile de la première figure ; dès lors, si Ton 
fait rouler la courbe S'' sur la courbe S' en entraînant le 
point m, celui-ci décrira la même courbe que dans le pre- 
mier mouvement. Ainsi Ton aura un nouveau mode de 
génération pour la courbe décrite par le point m. 

Enfin, quand ce nouveau mode de génération est seul 
donné, on peut encore résoudre les mêmes problèmes ; car 
le point de contact entre les courbes S' et S'' est à chaque 
instant le centre instantané de rotation par rapport à 
toute figure liée à la courbe S*. 

Magnus, Journal de Crelle^ i837, t. VIII, p. 5i, 
et t. IX, p. i35. 

Appliquons ceci à quelques exemples. 

2. On donne deux courbes fixes S^ S^', une courbe 
mobile S assujettie à rester tangente aux deux premières, 
et un point m lié avec la courbe S. 

Pour mener la tangente à la courbe- décrite par le 
point m, il suffit d^élever deux normales sur la courbe 
mobile à ses deux points de contact, et de joindre Tinter- 
section de ces normales au point m ; cette droite de jonc- 
tion sera la normale, la perpendiculaire sera la tangente. 

La courbe S peut se réduire â deux droites qui se 
coupent sous un angle donné ; chacune des courbes S^ S^ 
peut se réduire à un point fixe par lequel devra passer la 
courbe S*, alors on a autant de cas particuliers. qui em- 
brassent un grand nombre de t:ourbes auxquelles nous 
savons mener les tangentes. Supposons, par exemple, que 
S' soit une hyperbole équilatère, S" le centre de cette 
hyperbole, S Tensemble de deux droites rectangulaires ; 
l'intersection de ces droites décrira une lemniscate de 
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Jacques BernouUi. On sait donc mener la tangente à la 
lemniscate» 

3. On donne deux courbes fixes S', S'\ une courbe 
mobile S, et deux points a, m liés avec cette courbe ; le 
point a est assujetti à rester sur la courbe S'^ et la 
courbe S doit constamment toucher la courbe S''. Pour 
trouver la tangente à la courbe décrite par le point m, il 
suffit d*clever une normale à la courbe S' au point a^ et 
de tracer la normale commune aux deux courbes S, S'''; 
la ligne qui joint l'intersection de ces deux normales au 
point m est normale a la courbe décrite par ce point, la 
perpendiculaire est la tangente. Supposons, par exemple, 
que S^ soit une droite, S^ un point et S la droite a/Ti ; 
alors le point m décrit une conchoïde. Ainsi Ton sait 
construire la tangente à la conchoïde. 

4. On donne deux axes rectangulaires OX, OT, une 
droite mobile amb de longueur constante et un point m 

Fiff. 33. pris sur cette droite. Si Ton promène 

en même temps les deux extrémités a 
et b de la droite sur les deux axes OX, 
OY, le point m décrit une ellipse. 
Dès lors, il nous est facile de con- 
struire la tangente à l'ellipse. En 
effet, sur Oa et 0& construisons le 
o 1 X rectangle aOAO'5 O' sera le centre 

instantané de rotation, et, par conséquent, O'm sera la 
normale à Tellipse, une perpendiculaire sera la tangente. 
Dans le rectangle construit, la diagonale 00^ est égale 
à Fautre diagonale ai, laquelle est constante; de là il 
résulte que le lieu du centre instantané est un cercle G 
décrit de O comme centre avec un rayon égal à ab» D'un 
autre côté, le triangle rectangle aO^ b a son hypoténuse 
constante; donc la courbe décrite par le centre instan- 

I. a« ÉDIT. l5 
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tané O', dans son mouvement relatif aotoor de la droite 
ab^ est un cercle C^ décrit sur cette droite comme dia- 
mètre. Par là nous voyons que, lorsquun cercle mo- 
bile C roule intérieurement sur un cercle fixe C de rayon 
double, tout point m , pris dans le plan du cercle mo- 
bile, décrit une ellipse autour du centre du cercle fixe. 
Cette ellipse se réduit à un diamètre, lorsque le point 
décrivant est situé sur la circonférence du cercle mobile. 
Observons encore que la perpendiculaire 0'/7, abaissée 
du point O' sur la doite ab, est normale à la courbe en- 
veloppe de cette droite, laquelle courbe a pour équation 

2 » 1 

x' -^y z=zab\ 

5. Les principes qui ont servi à résoudre les problèmes 
précédents nous permettent encore 
de calculer le rayon de courbure de 
la courbe que décrit un point m, 
lié à une courbe mobile S^, lorsque 
celle-ci roule sans glisser sur une 
courbe fixe S', située dans le même 
plan. 

Nous n'aurons nullement besoin 
de l'équation de la courbe décrite ; il nous suffira de con- 
naître les rayons de courbure r et r' des courbes S' et S". 
Pendant la rotation infiniment petite que la courbe S' 
effectue autour de son point de contact comme centre 
instantané de rotation, nous pouvons substituer aux deux 
courbes S^'^, S^ leurs cercles osculateurs au point de con« 
tact, et supposer que le premier de ces cercles roule sur 
l'autre en entraînant le point m; Télément de la courbe 
décrite ne sera pas altéré. 

''^■^^ Soient donc n le point de contact entre les courbes S', 
S''; O, O' les centres des cercles osculateurs à ces couri)es 
au point n. 
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Faisons rouler le cercle O' d'une quantité infiniment 
petite. Soient n^ le nouveau point de contact, et m' la 
nouvelle position du point m. Les droites mn, m'n* sont 
deux normales infiniment voisines de la courbe décrite 
par le point m, leur intersection c est le centre de cour- 
bure. Supposons que Tare infiniment petit nn* soit égal 
à re; alors la droite nm a décrit autour du poiut n un 

angle égal à la somme 1 — ; des rotations simultanées 

autour des centres O, O'j en sorte que l'élément mm' 

perpendiculaire à mn est égal à nm e — y— D'ailleurs, 

si Ton nomme ce et ]3 les angles O'nm et O'm/i, la pro- 
jection nn" de nn' sur une parallèle à mm' a pour va- 
leur re cos a. On a donc 

me mm' [r -^ r') nm 



(AJ 



r-f-r' sin(a-hP) 



fie r ' cosasin^ 

De cette équation on tire, en observant que mn=:mc-^nc^ 

(r-f-r^)siD(a-f-p) — 
r' sm (a H- p) -h rsin a COS p 

Telle est la valeur du rayon de courbure. 

Si le point m se trouve sur le contour du cercle mo- 
bile, alors /3 = a et 

— r-^r' — 
me = mn. 

r' + ir 

C'est la valeur du rayon de courbure dans une épicycloïde. 
Lorsque les deux cercles O, O' ont leurs centres d'un 

i5. 
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même côte de la tangente commune, le signe de r seul est 
change. 

6. A Taîde des mêmes principes on peut encore ré- 
soudre aisément plusieurs questions particulières. Nous 
n^en traiterons ici qu^une seule, que nous aurons roc- 
casion de rappeler plus tard. 

Trouv^er la dévfeloppée d'une épicycloïde. 
Considérons une épicycloïde extérieure mmi ; tous dos 
Fig. 35. raisonnements s'appli- 

queront sans difficulté 
à une épicycloïde in- 
térieure. Soient O le 
centre du cercle fixe, 
r son rayon, r' celui 
du cercle mobile, m le 
point décrivant, n le 
point de contact, et np le diamètre qui passe à ce point. 
Puisque mn est normale à Tépicycloïde, mp est tan- 
gente^ c'est-à-dire que la tangente à une épicycloïde 
extérieure est la droite qui passe au point de contact du 
cercle mobile avec le cercle, enveloppe extérieure du 
cercle mobile dans ses positions successives. De là il suit 
que la droite mn est tangente à toute épicycloïde exté- 
rieure fXfZi, où le cercle r joue le rôle de cercle enveloppe, 
pourvu que le point décrivant jx se trouve sur la droite 
mn, lorsque le cercle mobile de cette épicycloïde touche 
son enveloppe au point n. 

Ceci posé, faisons rouler les cercles mobiles des deux 
épicycloïdes mmi, mi^^ de manière que ces deux cercles 
restent toujours en contact. Soient n* le nouveau point 
de contact, m^ la nouvelle position du point /n, /Xi la 
nouvelle position du point fx, a Tangle nOn' et p, p' les 
rayons du cercle fixe et du cercle mobile dana la nouvelle 
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épicycloïde. On a 

arc m^n' = arc mn — /•«, 
arc fi| «' = arc \in — pa, 

ou bien, considérant les angles au centre sous-tendus par 
ces arcs dans les cercles auxquels ils appartiennent, 

angle /», n' = angle mn ^ a, 

angle fA,/i' = angle ^n — -7 a. 

Or, puisque le point jm est, par hypothèse, surla droite m/i, 

angle mn = angle fi/t ; 

d^où l'OD voit, eu égard aux équations précédentes, que 
le point fXi sera sur la droite min'^ si Ton a 

P' r' 

Cette condition étant satisfaite, la seconde épicycloïde 
est la développée de la première. On en conclut que la 
développée d^une épicycloïde est une épicycloïde sem- 
blable. 

7. Nous compléterons ces applications par Tétude et le 
Iracé de quelques machines usuelles. 

Bielle, — Soit une bielle AB qui transmet le mouve- 
Fig. 36. ment d'un balancier OA 

-'C 

à une manivelle O'B, O 
et O' étant les deux cen« 
très de rotation. Prolon- 
geons OA et O'B jusqu'à 
leur rencontre en C. Le 
point C est le centre in- 
stantané de rotation relatif à la bielle-, par conséquent, 
les différents points de ce corps tournent autour du 
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centre C avec des vitesses proportionnelles a leursdistances 
à ce point. Si la vitesse de Textrémité A du balancier 
est donnée, on connaîtra celle de tout autre point, et en 
particulier celle de Textrémité de la manivelle. 

Soient ca' la vitesse angulaire de la manivelle, ci> celle 
du balancier, et O^L une parallèle au balancier menée 
du centre O' jusqu^à la rencontre de la bielle prolongée. 
On a 

w.OA AC « _AC O^t 



.O'B 



BC' 



Les triangles semblables CAB, O'LB donnent 

AC _ O'L 
BC "" O'B* 



Il s'ensuit 



O'L 



Fiff. 37. 



en sorte que le rapport des vitesses angulaires est propor- 
tionnel à la distance variable de la bielle à Taxe de la ma- 
nivelle. 

GoKioLiSy Journ, de V École Polft,, XXP Qihier, i832. 

8. Parallélogramme de Watt. — Soient ODA un ba- 
lancier de machine 
à vapeur qui oscille 
autour de TaxeO; 
AB, BC, CD trois 
\ tiges formant avec 
/ le balancier un pa- 
'' rallélogramme ar- 
ticulé à ses quatre 
sommets; CO'une 
bride articulée en 
C, et mobile au- 
tour de Taxe fixe 0^ Ce système est un parallélogramme 
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articulé de Watt. La tige du pisioiî s'attache en B par 
une nouvelle articulation. La bride CO^ est le contre- 
balancier. 

Afin d'étudier la courbe décrite par le point B^ ache- 
vons le parallélogramme OABE ; alors on voit que le 
point E décrit une circonférence autour du centre O, tan- 
dis que le point C décrit une autre circonférence autour 
du centre O^ Ainsi la courbe décrite par le point B est le 
lieu d'un point pris sur une droite CE, de longueur con- 
stante» dont les extrémités -parcourent deux circonfé- 
rences fixes. Il est aisé de construire ce lieu, en réalisant 
sur le papier le mode de génération que nous venons d'in- 
diquer. On obtient une courbe dont la forme est ana- 
logue à celle d'un 8. Elle est évidemment symétrique par 
rapport à la droite qui joint les centres des deux circonfé- 
rences, par conséquent son point double se trouve sur 
cette droite. Elle a pour le moins deux points d'inflexion, 
et, si les proportions sont convenablement choisies, l'une 
de ses branches s'écarte peu d'une perpendiculaire à la 
ligne OA, en sorte qu'elle est sensiblement rectiligne 
dans une certaine étendue, de part et d'autre de la ligne 
des centres : c'est pour cette raison qu'on l'a nommée 
courbe à longue inflexion, 

Prolongeonis les rayons O^C, OE jusqu'à leur ren- 
contre en 1 ; le point I est le centre instantané de rota« 
tien relatif à. la droite BC : donc IB est la normale à la 
courbe décrite par le point B, une perpendiculaire est ia 
tangente. 

L'intersection L de la normale BI avec le rayon AO du 
cercle décrit par le point A est le centre instantané de 
rotation de la tige AB. Les vitesses des points A et B sont 
proportionnelles aux distances de ces points au centre L. 

Soient %f la vitesse de l'extrémité B de la tige du piston 
et a> la vitesse angulaire du balancier. 



BL 
AL 


BI 


V 

0> 


= BI. 
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On a 

y __ BL 

w.AO ~" AL* 

Or, la ligne 01 étant parallèle à la base AB du iri- 
angle BAL, 



par suite, 



Le rapport de la vitesse verticale du piston à la vitesse 
angulaire du balancier serait égal à la projection hori- 
zontale de BI. 

Traçons la droite OB, et soit H son point de rencontre 
avec CD. On a 

OH OD 
ÔB==ÔA=^^^^"^^- 

d'où il suit que le point H décrit une courbe homothé* 
tique a la courbe décrite par le point B, le point O étant 
le centre d'homothétie. On profile de cette propriété pour 
fixer au point H la tige d'un piston, qui est ordinairement 
celui de la pompe à air. 

Quand on veut construire un parai lélogratnme de Watt^ 
on se donne à volonté les positions extrêmes OA^ OA' 
du balancier, lesquelles ne doivent pas comprendre un 
angle très-grand. On se donne également à volonté, sur 
la direction moyenne du balancier, le point G, où passe 
la perpendiculaire B'B'^ que la tige du piston devra sen* 
siblement parcourir; puis, les dimensions du parallélo- 
gramme étant convenablement choisies, on trace le pa- 
rallélogramme dans sa position moyenne ABCD et dans 
ses deux positions extrêmes A'B'C'iy, A^'B^CD^, en 
observant de placer B, B', B'' sur la perpendiculaire â la 
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droite OA, qui passe au point G. Par les trois points C, 
C\ G' on fait passer un cercle. Le centre de ce cercle est 
le point (y, autour duquel doit tourtier la bride 0^ C. Dès 
lors tout est déterminé. 

Watt se donnait ordinairement le point G' à égale dis- 
tance du point A et de la droite A^ A''^ ; dans ce cas, le centre 
(y se trouve sur la droite BC. En effet, AB, A'» et A''B* 
sont alors également inclinées sur B'B''^ et, par conséquent, 
B' et B''^ sont à égale distance du point B. D^ailleurs, quelle 
que soit la position du pofnt G, BC est perpendiculaire 
sur B'B*, et B'C, B''C" sont égales et également inclinées 
sur cette droite; donc ici BC est perpendiculaire sur le 
milieu de CfC\ le centre CK est sur la droite BC. 

Watt prenait de plus le point D au milieu du demi- 
balancier OA; dans ce cas, le centre CX coïncide avec le 
point B, car alors les parallèles BB'', C'G' sont toutes 
deux égales à la moitié de A'A'^ BB'^^C^C est un parallé- 
logramme, BC = B''C^, et, puisque B''C = BC, on a 

BC =: BC. 

On verrait de même que BC = BC. 

Les autres proportions de Watt étaient les suivantes : 

AB compris entre - A' A'' et - A' A'', 0G~ - A' A''. 

■^7 2 2 

De cette dernière valeur il résulte 

3 , „ A'A^ 
OA=r-A'A"H 7-- 

2 24 

En effet, 

ÔI'= (OG -f- GA)» = ^^ -f- (OG - GA)'; 



d'où 



-a 



A' k" A' A* A' A* 

40G.GA=i|-, GA = ^=^-. 
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Ces proportions soni encore celles que Ton adopte de 
préférence aujourd'hui. 

Le P. Carbonnelle, dans un Mémoire qui fait partie 
des Bulletins de VAcctdémie royale de Belgique^ t. XX, 
i853, s'est proposé le problème suivant : Trouver, dans 
des conditions de grandeur réalisables, les proportions 
du parallélogramme de TVatt qui assurent la plus 
grande étendue possible au mouvement circulaire du 
balancier et au mouvement rectiligne de la tige du 
piston, en même temps quelles donnent à ce dernier 
mouvement toute la rectitude dont il est susceptible. 
L'auteur arrive par l'analyse aux conclusions que voici : 

Le point G doit être situé à égale distance du point A 
et de la droite A^A^"^; le point D doit être situé au milieu 
du demi-balancier OA ^ le côté AB doit être pris aussi 
grand que la machine le comporte^ le rapport de la course 
du piston à la longueur du demi-balancier ne doit pas 
dépasser une certaine limite. 

Ces résultats de l'analyse justifient admirablement les 
règles de Watt, qui n'étaient d'abord fondées que sur des 
tâtonnements nombreux. 

Observons que, pour faire décrire à la tige du piston 

une courbe à longue inflexion, il n'est pas besoin d'un 

Fig. 38. parallélogramme complet. En 

^5 effet, soient OA le balancier 

0'*^'"^^^ aV — — ^ qui tourne autour de l'axe O, 

et BAC une tige articulée en 
B, A et C avec la tige du pis* 
ton, le balancier et une bride 
qui tourne autour de Taxe 
fixe O'. Les points A et C de la tige seront assujettis â se 
mouvoir sur deux circonférences fixes; par conséquent, 
le point B décrira une courbe à longue inflexion. L'ap- 
pareil ainsi construit se nomme parallélogramme simple. 
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Pour le tracer» on marque la position moyenne et les 
positions extrêmes du point C, comme s'il s^agissait da 
parallélogramme de Watt; puis on fait passer un cercle 
par ces trois positions ^et Ton prend le centre de ce cercle 
pour projection CK de Taxe du contre-balancier. 

9. Couliste de Stéphenson. — On nomme ainsi le 
mécanisme employé dan^ les locomotives et dans les ma-* 

Fig. 39. 



,^.,^.-i:i 




chioes d*extraction des mines, pour changer à volonté le 
sens du mouvement en faisant varier la position du tiroir. 

La tige du tiroir est assujettie à rester dans la direc* 
lion TE qui passe par le centre O de l'arbre moteur* Son 
extrémité E porte un boulon ou coulisseau qui s'engage à 
frottement doux entre les deux lames parallèles d'une cou- 
lisse 6B'. Celle-ci reçoit de Tarbre moteur un mouvement 
oscillatoire au moyen de deux bielles BA, B' Â', articulées 
en B, B', qui embrassent deux excentriques montés l'un a 
côté de l'autre sur l'arbre moteur, dans des directions a 
peu près opposées. 

On voit que le tiroir est commandé par la bielle AB 
ou par la bielle A'B', suivant que sa tige est engagée vers 
Tune ou l'autre des extrémités de la coulisse. 
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Un levier coodé GLH, mobile autour de Taxe fixe L, 
soutient la coulisse par Tintermëdiaire d^une tige GD 
articulée à ses deux extrémités. 

Si le mécanicien vient à tirer la tringle HM , il abaisse 
la coulisse et fait mouvoir le tiroir, en même temps que 
la bielle AB s'approche de la tige TE et vient la comman- 
der. Le sens du mouvement peut être changé. 

Cherchons le centre instantané de rotation de la cou- 
lisse et la vitesse de la tige du tiroir. 

Nous remarquons d*abord que le point d'attache D 
entre la coulisse et le levier ne peut que décrire un cercle 
autour du point G. Il s'ensuit que le centre instantané de 
rotation de la coulisse est situé sur la droite GD. 

Soit I ce centre ; 

Soient A, A^ les centres des excentriques; ces points 
peuvent être considérés comme appartenant aux bieilles 
AB, A'B'. 

Nommons encore r la distance OA ou OA' du centre 
de l'arbre au centre de l'excentrique \ 

0) la vitesse angulaire de Tarbre; 

u et 9* les vitesses des points B et F. 

Dans un mouvement infiniment petit du système, le 
point A se meut sur une perpendiculaire au rayon OA; le 
point B, qui appartient à la coulisse, se meut perpendicu- 
lairement a la droite IB. Le centre instantané de rotation 
de la bielle AB est donc à l'intersection F des deux 
droites OA,IB. Les vitesses des points B et A sout entre 
elles dans le rapport des distances BF et AF; c'est-à-dire 
que nous avons 

de même, 

B'F' 
A' F' 
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Ces vitesses des points B et B' de la coulisse sont entre 
elles comme les dislances de ces points au centre I, 

BF.A^F^ IB 
\^i AFB'F'^IB'' 

Cette relation nous prouve que la ligue 10 passe par 
le point de rencontre K des deux bielles prolongées. En 
eâet, si nous menons les droites IC, IC^ parallèles à OA, 
Oâ' jusqu'à la rencontre des directions des bielles, les 
triangles semblables BFA et BIC nous donnent 



(3) 


BF IB 
AF ""IC' 


de même, 


B'F' IB' 

A' F' ~ iC 



d'où l'on voit que la relation ( 2 ) se réduit à Tégali té 

IC = IC, 

qui entraîne évidemment la conséquence annoncée, 
puisque les triangles CIC et AOA' ont leurs côtés parai* 
lèles deux a deux. 

Le centre instantané de rotation de la coulisse est à 
r intersection de la tige de suspension et de la droite qui 
joint le centre de V arbre au point de rencontre des bielles 
prolongées. 

La vitesse du point E de la bielle est à la vitesse v du 
point B dans le rapport de lE à IB. D'après les rela- 
tions (1) et (3), sa valeur est 

lE 

«/* — • 
IC 

La composante de cette vitesse parallèle à TE est la vi- 
tesse V de la tige du tiroir. Kous aurons sa valeur en 
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remplaçant dans la valeur précédente la droite lE par sa 
projection PE sur la direction de la lige^ 

10. Tracé des engrenages plans. — Un arbre de ma- 
chine étant animé d^un mouvement de rotation quel- 
conque, on propose de transmettre ce mouvement à un 
arbre parallèle, par un seul système de roues dentées, de 
manière que les vitesses angulaires des deux arbres soient 
à chaque instant dans un rapport donné. Tel est le pro- 
blème des engrenages plans. 

Les roues seront deux cylindres parallèles, qui auront 
pour axes de rotation les arbres réduits à des droites. Il 
s'agit de déterminer les bases de ces cylindres^ sur un 
même plan perpendiculaire aux axes, de manière qu'elles 
puissent rester tangentes Tune à l'autre, en tournant au- 
tour de leurs centres avec des vitesses angulaires qui soient 
dans un rapport donné. 

Soient O, (y les pieds des axes sur le plan des bases; 
Fig. 4o. ce sont ces deux points que nous 

nommons les centres des bases. 
Prenons sur la droite indéfinie OCX 
un point A dont les distances aux 
deux centres soient dans le rapport 
inverse des vitesses angulaires cor- 
respondantes. De O et (y comme 
centres, avec OA et O'A pour 
rayons, décrivons deux circonférences; elles seront tan- 
gentes, et si elles tournent autour de leurs centres avec 
des vitesses angulaires dans le rapport donné, il est clair 
qu'elles rouleront Tune sur Tautre sans glisser. Seulement, 
comme le point A admet deux positions, l'une extérieure 
à la droite finie OO, l'autre intérieure, dans la première 
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posilion les circonférences tourneront dans le même sens, 
et dans la seconde position elles tourneront en sens con- 
traire. La première construction convient à un engre^ 
nage intérieur, et la seconde à un engrenage extérieur. 
Comme ce dernier genre est le plus employé, nous le con- 
sidérerons seul. Au reste, tout ce que nous dirons pourra 
s^appliquer aux engrenages intérieurs, sans autre modi- 
fication qu^un changement de direction. 

Les circonférences que nous venons de construire se 
nomment les circonférences primitives de l'engrenage. Il 
nous reste à tracer les dents de ces circonférences par la 
condition que deux dents, primitivement en contact, res- 
tent tangentes, lorsqu'on fait rouler les circonférences 
Tune sur l'autre. On peut même supposer que l'une des 
circonférences reste immobile, pendant que l'autre roule 
en entraînant son centre ; car rien ne sera changé k la po- 
sition relative des deux figures. 

Ici le problème devient indéterminé^ car on peut se 
donner a volonté upe courbe M'N' liée à la circonfé- 
rence (y, déterminer l'enveloppe MN de cette courbe 
lorsque la circonférence O' roule sur la circonférence O; 
et alors, si l'on regarde M'N' comme le profil de la dent 
de la première circonférence, il est clair que MN sera le 
profil de la dent de la seconde circonférence. 

Dans ce roulement de la circonférence (X sur la cir- 
conférence O, supposée immobile, le centre instantané de 
rotation est le point de contact A; par conséquent, la 
normale abaissée de ce point sur la courbe M'N' la ren- 
contre en un point de la courbe enveloppe MN. De là ré- 
sulte une construction très-simple de l'enveloppe MN : 
des différents points C, E', etc., de la circonférence .O' 
abaissez des normales CD', F/F', etc., sur la courbe 
M'N', et mesurez les angles y, e, etc., sous lesquels ces 
normales coupent la circonférence. A partir du point de 
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contact A, portez sur la circonférence O des arcs AC, 
AE, etc., respectivement égaux aux arcs AC^, AE', etc.; 
par les extrémités des arcs construits, menez des droites 
qui coupent la circonférence O sous les angles y, c, etc., 
et portez sur ces droites des longueurs CD, EF, etc., 
égales à CD', E'F', etc. Les points D, F, etc., appar- 
tiendront à la courbe MN. On déterminera de cette ma- 
nière autant de points que Ton voudra. 

La construction précédente peut être abrégée; car, si 
Ton observe que les droites CD, EF, etc., sont normales 
à l'enveloppe MN, on voit que, pour tracer cette courbe, 
il suffit de décrire des circonférences de C, E, etc., comme 
centres, avec des rayons égaux à CD, EF, etc., puis de 
tracer la courbe qui enveloppe toutes ces circonférences : 
ce sera la courbe cherchée. 

Appliquons cette construction générale à quelques en- 
grenages les plus employés. 

i 1 . Engrenage à lanterne. — Dans ce système d'en- 
Pig. ^,, grenages, l'une des roues est 

^ formée de deux tourteaux TT', 

réunis par des fuseaux cylin- 
driques égaux F, F, parallèles 
à Tarbre et rangés en cercle 
autour de cette droite. 

Ainsi, les dents de la cir- 
conférence O' sont de petits 
cercles égaux M'N', dont les centres sont situés à des dis- 
tances égales sur la circonférence primitive. 

Soit I le centre d'un de ces petits cercles. Lorsque la 
circonférence O' roule sur la circonférence fixe O, le 
point 1 décrit une épicycloïde, la normale à cetie épicy- 
cloïde est aussi normale au cercle M'N'. Par conséquent 
le profil MN de la dent correspondante est la courbe 



■1 




CINÉICÀTIQIJE. a4< 

que Ton obtient en portant sur les normales à Tépicycloïde 
décrite par ]e point I des longueurs égales au rayon du 
petit cercle M'N'. 

On énonce d^ordinaire ce résultat en disant que les 
dents correspondant aux fuseaux ont pour profils des dé- 
veloppantes d'épicycloïdes. Il est clair, en effet, que ces 
profils ont même développée que l'épicycloïde décrite par 
le point 1 ^ et comme cette dernière courbe a pour déve- 
loppée une autre épicycloïde (n^ 6), il en résulte que les 
profils sont des développantes de cette seconde épicy- 
cloïde. 

Le lieu que décrit dans l'espace le point de contact de 
deux dents conjuguées est un limaçon de Pascal. 

Quand la lanterne est la roue motrice, le fuseau ne 
peut conduire la dent conjuguée qu'autant que le point 
de contact des deux dents n'a pas encore dépassé la ligne 
des centres 00'. 

Si la lanterne est la roue conduite, le fuseau n^est con- 
duit par la dent conjuguée qu'après que le point de con- 
tact a dépassé la ligne des centres. 

12. Engrenage àjlanc. — Engrenage à épicycloïdes. 
Fig. 4a. — Les profils des dents de Tune 

des circonférences primitives sont 
ses propres rayons. 

Soit O'M' un rayon de la cir- 
conférence O', qui est profil d'une 
dent. Amenons l'extrémité M' au 
point de contact des deux circon- 
férences primitives, puis faisons 
rouler la circonférence O' sur la 
circonférence O supposée fixe. Nommons O',, M', les 
nouvelles positions de O', M', et Â le nouveau point de 
contact. Sur 0',A comme diamètre, décrivons une cir- 

I. 2« tolT. l6 
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conférence, et soit Çf son centre. Cette circonférence 
coupe le rayon (X, M', en un point M qui appartient au 
profil cherché de la dent correspondante, et comme 
l'angle ACy'M est double de l'angle AO'.M% Parc AM 
est égal à Tare AM', . De là il suit que, si Ton fait rouler 
en même temps les circonférences O^ O^ sur la circonfé- 
rence O, en leur conservant toujours le même point de 
contact, le point M où le flanc touche la dent correspon- 
dante restera fixe sur la circonférence O^; ce point dé- 
crira donc le profil de la dent correspondante au flanc. 
Ainsi, la courbe cherchée est une épicycloïde. 

Ceci n^est quun cas particulier d*un théorème plus 
général. Dans Tintérieur de la circonférence O' faisons 
rouler une circonférence O'', et prenons pour profil des 
. dents de la première circonférence Tépicycloïde décrite 
par un point M de la seconde. Le profil des dents corres- 
pondantes sur la circonférence O sera l' épicycloïde que 
décrirait le point M si la circonférence O'^ roulait exté- 
rieurement sur la circonférence O. En effet, supposons 
que les circonférences O', O^' roulent simultanément sur 
la circonférence O supposée fixe, de manière à avoir ton* 
jours le même point de contact. Dans ce mouvement, le 
point M décrira sur le plan mobile de la circonférence 0' 
Tépicycloïde donnée, et sur le plan fixe de la circonfé* 
rence O une épicycloïde qui enveloppe la première dans 
ses diverses positions. L'engrenage à flanc est le cas par- 
ticulier où l'épicycloïde donnée se réduit à un diamètre 

Dans le mouvement réel de Tengrenage, les circonfé- 
rences O, O', O" roulent encore l'une sur l'autre en se 
touchant au même point, mais leurs centres restent 
fixes. 11 en résulte que la circonférence O^ est dans l'es- 
pace le lieu des points de contact des dents correspon- 
dantes. 
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De même qae dans Tengrenage k lanterne, la conduite 
n'a lieu que d'un seul côté de la ligne des centres. 

13. Engrenage à développantes de cercle* — Le profil 
Fig. 43. M'N' de la dent d*une circonférence 

primitive O est une développante d'un 
cercle concentrique N'B'. 

Faisons rouler la circonférence (y 
sur la circonférence O, supposée fixe. 
La normale menée du point de con- 
tact A à la développante M'N' est né- 
cessairement tangente au cercle N'B', 
d'où il suit qu'elle coupe la circonférence O sous un 
angle constant, et qu'elle enveloppe un cercle NB con- 
centrique à cette circonférence. De plus, cette même 
droite est normale au profil MN de la dent de la circon* 
férence O ; donc ce profil est une développante du cercle 
NB. Ainsi, les profils des deux dents correspondantes sont 
des développantes de deux cercles N'B', NB concentriques 
aux circonférences primitives O', O et de rayons propor- 
tionnels à ceux des circonférences. 

Dans le mouvement réel de Tengrenage, la normale 
commune aux deux profils MN, M'N' reste fixe dans l'es- 
pace; par suite, elle est le lieu des points de contact entre 
deux dents correspondantes. 

Ce système d'engrenage jouit de trois propriétés assez 
remarquables : 

Si les dents s'usent d'épaisseurs égales sur tout leur 

contour, elles se correspondront encore rigoureusement. 

Si Ton fait varier la distance des arbi*es, les dents con-- 

struites pour une certaine distance ne cesseront pas d'être 

rigoureusemeiit correspondantes. 

Deux roues à développantes de cercle, choisies à volonté, 
peuvent engrener ensemble. Il s'ensuit qu'une même roue 

16. 



Ftç. 44. 
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motrice peut condaire plusieurs roues et leur donner des 
vitesses de rotation différeutes. 

14. Une courbe S roule sur une courbe S' et entraîne 

dans son mouvement une 
courbe S" liée avec elle. 
Celles-ci enveloppe dans son 
mouvement une quatrième 
courbe S*"^. 

Soient : 

r, r', r'\ r^ les rayons de 
courbure des quatre courbes 
aux points de contact sùnuir 
tanésf 

O, O', 0"j O"^ les centres 
de courbure; 

m le point de contact des 
courbes S, S'; 

a la distance mm'; 

B l'angle OmO". 

Démontrer qu'on a la relation 

- -h -7 = cos9l -7;-; h^ )• 

r r' \r"-4-fl r*^ —■ a J 

Le mouvement élémentaire des courbes mobiles S, S' 
est une rotation autour du centre instantané m, qui fait 
parcourir au poin t de contact sur chacune des deux courbes 
deux arcs élémentaires égaux mm^ , mm\ • 

Dans ce mouvement, la normale Om^ de la courbe S 
vient se placer sur le prolongement de la normale 0'm\ 
k la courbe S'; et la normale O^m^ de la courbe S'' vient 
prendre la direction de la normale O^'ni^ à la courbe S^. 
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Les angles dëcrils par ces deux normales sont égaux, 
puisque ces deux lignes sont entraînées dans le m^e 
mouvement de la figure mobile. 

L'angle que décrit Om, est égal à la somme 







mOmx 


-+-/wO'ii/, 


ou 












tnntx 

r 


mmt 


L'angle 


que décrit (y'mx est la somme 






/wO"/w, 


-hmO'^m\y 


qui a pour 


valeur 








/yim, cosO 


mm xCOsO 



/"-ha r" -^a 



La* formule proposée s'ensuit. 

Celte formule est due à Savary. Elle exprime que les 
droites 00'', 0'0'''se coupent sur la perpendiculaire éle- 
vée au point m à la droite 0''0''', et donne par U une 
méthode très-simple pour trouver un des quatre centres 
de courbure quand les trois autres sont connus. 

15. Joint universel ou joint de Cardan, — Un axe A 
Fig. 45. est terminé par une fourchette dont 

les extrémités sont articulées sur un 
anneau aux bouts d'un diamètre BC. 
Un second axe A' est articulé de la 
même manière sur le même anneau 
aux extrémités d'un diamètre WC 
perpendiculaire à BC. 

Cet assemblage permet aux deux 
axes de se mouvoir librement dans toutes les directions 
autour du centre de l'anneau, qui est leur point de cou- 
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cours oblige. Si Ton maintient les axes dans des direc- 
tions Gxes, et que Ton fasse tourner Tun d'eux sur lui- 
même, Tautre devra forcément prendre une rotation qui, 
en général, ne sera pas égale à celle du premier. 

Cherchons la relation qui lie les vitesses de rotation 
simultanées oi), co' de ces deux axes A, A' de directions 
fixes. 

Dans ce mouvement de rotation, les points B, B^ C, C 
restent sur la sphère qui a pour centre et pour rayon le 
centre et le rayon de Tanneau. Les points B et C sont 
assujettis à se mouvoir sur le grand cercle dont le plan est 
perpendiculaire à l'axe A. De même, les points B', C'ne 
peuvent se mouvoir que sur le grand cercle perpendicu- 
laire à l'axe A'. Enfin, les points B, B', dont le mouve- 
ment nous fera connaître les rotations des axes, sont as- 
sujettis i rester à une distance Tun de l'autre égale au 
quart d'un grand cercle. 

On voit que la question est ramenée au problème sui- 
vant : 

Un arc de grand cercle BB', égal au quart de la cir^ 
conférence, se meut sur une sphère en appuyant con- 
stamment ses extrémités sur deux grands cercles fixes 
PB, PB'. Trouver le rapport des vitesses w, tù' de ses 
deux extrémités. 

D'après le théorème 4 du chapitre précédent, le mou- 
vement élémentaire de l'arc mobile est ime rotation au- 
tour d'un pôle instantané I, qui se trouve à l'intersection 
de deux arcs de grands cercles perpendiculaires sur les 
trajectoires BP, B'P aux points B, B'. Les vitesses de ces 
points sont entre elles comme les distances de ceux-ci au 
diamètre de la sphère qui aboutit au pôle I : 

0» sinBI 

^"sÎÏÎbI* 
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Les propriétés des triangles sphériqaes donnent 

sinBI _ sînBB'I __ cosBB'P ^ 
sinB'I "" sinB'BI ~ cosB'BP*' 

et, en nommant |3 et j3' les arcs PB et PB^ 



Il s'ensuit 



cosp =sinp'cosBB'P, 
cosP'=: sinp cosB'BP. 

•» sinap 



On peut exprimer ce rapport en fonction d'une seule va- 
riable |3. 

Soit P Tangle BPB', qui est Vangle des axes ou son 
supplément. 

On a 



et, par suite, 



rotpcoip' = — cosP, 



u I — sin'psin'P 

«' cosP 



Ce rapport devient infini quand P devient égal à un 
angle droit; alors la transmission est impossible. 

16. Une figure plane se meut dans un plan; on con^ 
Fig. 46. naîi, à un instant donné, le centre 

instantané de rotation C et les cen* 
très de courbure O, O' des courbe^ 
décrites par deux des points de la 
figure »7i, m!. Trouver le rayon de 
courbure de la courbe déente par un 
troisième point m". 

Soient : 

O^ le centre de courbure de la troisième courbe; 
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r, r', r" les rayons de courbure Oin, O'm', O^m^-, 
Pi ^', p" les distances inC,m'C, m'^'C-, 
c la position infiniment voisine du centre instantané; 
u^ u\ u" les angles OCc, O'Cc, 0"Cc. 

En exprimant que les arcs décrits sont proportionnels 
aux longueurs des normales abaissées du centre instan- 
tané, on obtient les relations 

rsinu r' sinu' 

r' sinu' r" sinu*^ 

Comme on connaît la différence u — u\ la première re- 
lation fera connaître u et u''^ alors on aura la direction 
Ce et, par suite, Tangle u''. Substituant les valeurs des 
angles u' et u^^ dans la seconde relation, on en tirera la 
valeur du rayon de courbure r^* 

On pourra calculer aisément par cette méthode le rayon 
de courbure de la courbe à longue inflexion et celui de 
plusieurs autres courbes intéressantes. 

A&HocXy Journal de i* École Polytechnique^ 
XXXV» Cahier, p. 109. 

17. Soient O, O', O^'^ trois circonférences tangentes au 
même point m, et telles que le rayon de la troisième soit 
égal à la somme des rayons des deux autres. 

Supposons d'abord que les deux premières circonfé- 
renjces roulent successivement et en sens contraires dans 
l'intérieur de la troisième. Le point /n, considéré comme 
appartenant à chacune des circonférences mobiles, dé^ 
crira la même épicgfcloide dans les deux mouî^emenis. 

Supposons maintenant que la circonférence O roule 
sur l'extérieur de la circonférence O', puis que la circon* 
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férence O'^ roule intérieurement et dans le même sens sur 
la même circonférence O^ Le point m^ dans ces deux 
moui^enwnis^ décrira la même épicycloïde extérieure à 
la circonférence O'. Démontrer ces théorèmes. 

Ceci montre qu'on n'a jamais à considérer que deux 
sortes d'épicycloïde^ 

ECLEA. 

18. Deux circonférences égales O, Û' se coupent à angle 
droit, et une droite mobile égale à la distance des centres 
appuie constamment ses extrémités sur les deux circonfé- 
rences. Montrer que le point milieu de cette droite décrit 
une lemniscate de Jacques Bernoulli, r*= acos a0, dont 
les foyers sont les centres des deux circonférences. 

Conservons la même circonférence O et la même droite \ 
mais remplaçons la circonférence O' par une autre cir- 
conférence concentrique qui passe au centre de la circon- 
férence O. Alors un point pris sur le prolongement ete 
la droite, à une distance de l'extrémité égale à la lon^ 
gueur même de la droite, décrira une lemniscate de 
Jacques Bernoulli^ mais cette fois le centre de la cir- 
conférence O sera le centre de la courbe, tandis que 
celui de Vautre circonférence sera toujours l'un des 
foyers. 

On Toit par là que la lemniscate est un cas particulier 
de la courbe à longue inflexion. 

GAaBONHKLLB^ BuKctîti d*! l'jicad. de Belgique, t. XX, n^ 5. 

49. On suppose deux hyperboles équilatères égales, 
et qui ont d^ abord la position d"* hyperboles conjuguées. 
ISune d'elles restant fixe, on fait rouler Vautre sur la 
première. Alors le centre de Vhyperbole mobile décrit 
une lemniscate de Jacques Bernoulli, dont les foyers 
coïncident auec ceux de Vhyperbole fixe. 
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On établira ce théorème par la méthode employée aa 
n^ 4, en montrant que, dans le premier des deux modes 
de génération indiqués au numéro précédent, le centre 
instantané de la droite mobile décrit une hyperbole équi- 
latère, soit dans son mouvement absolu, soit dans son 
mouvement relatif autour de la droite mobile. 
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CHAPITRE PREMIER. 

CHOC DE SPHÈRES HOMOGÈNES SANS FROTTEMENT. 



Imaginons que deux sphères homogènes et de même 
matière, qui se meuvent suivant la droite qui joint leurs 
centres, viennent à se choquer Tune contre Fautre. 

Soient : 

TU, m! les masses respectives de ces deux corps \ 

u, v' leurs vitesses avant le choc; 

f^, if' leurs vitesses après le choc ] 

ces vitesses étant comptées positivement dans une direc- 
tion et négativement dans la direction contraire. 
On a toujours Téquation 

(A) ot(« — p) = m' («/ — «'). 

Si les deux corps.sont complètement dépourvus d'élas- 
ticité, cette équation suffit pour déterminer leur mou- 
vement après le choc ; car ces deux corps, après s'être 
rencontrés, marcheront ensemble et ne formeront, pour 
ainsi dire, qu'un seul corps. Quand les corps ont quelque 
élasticité, il convient de distinguer deux périodes dans la 
durée du choc : pendant la première les centres de gra- 
vité se rapprochent, et pendant la seconde les centres de 
gravité s'éloignent. Si la pression mutuelle qui s'exerce 
entre les deux corps a des valeurs égales pendant les deux 
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périodes pour une même dislance des centres de gravité, 
les corps sont dits parfaitement élastiques, et dans ce cas 
la seconde équation du mouvement est 

v' — p = « — u\ 

Lorsque les corps n'ont' qu'une élasticité imparfaite^ 
comme cela a lieu généralement dans tous les corps de la 
nature, la question devient beaucoup plus difficile, et 
l'état actuel de nos connaissances sur les réactions molé- 
culaires ne nous permet pas de la résoudre complètement. 
Cependant on admet que la quantité de mouvement 
rendue à l'un quelconque des corps, dans la seconde pé- 
riode du choc, est égale au produit d'une quantité e, 
comprise entre zéro et l'unité et constante pour un même 
corps, par la quantité de mouvement qui serait restituée 
si le corps était parfaitement élastique. Alors on a Téqua- 
tion 

(B) ç'^ç=ze{u^u'). 

Cetteformule, donnéed'abord par Newton (*), concorde 
assez bien avec les résultats de l'observation. En effet, 
d'après une série d'expériences faîtes par Hodgkinson (**), 
la quantité e ne diminue que lentement à mesure que la 
vitesse relative des deux corps avant le choc augmente, 
et même cette quantité est sensiblement constante lorsque 
la vitesse relative est considérable. 

Nous adopterons donc cette formule (B), et nous re- 
marquerons qu'il suffit d'y poser c= î pour avoir l'équa- 
tion rigoureuse qui convient aux corps parfaitement élas- 
tiques; tandis que, si l'on y faite = o, on a l'égalité 
u' =zvf qui convient aux corps privés d'élasticité. Lenom- 



(*) Principia, Axiomata, lex III, schol. 

(**) Reports n/ the Bristish Association /or the Aivaneement qf Science, 
TOI. III, p. 534. 
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bre e sera pour nous la mesure de l'élasticité. Il est d'ail- 
leurs aisé de le déterminer expérimentalement pour un 
corps donné; car^ si nous supposons que u' soit nul et 
que la masse m puisse être négligée vis-à-vis de la masse 
m'y les équations (A) et (6) nous donnent 

f/z= u' ==o\ 
d'où 

(C) P=z—eu. 

C'est-à-dire que le plus petit des deux corps acquerra, par 
l'effet du choc, une vitesse rétrograde dont le rapport avec 
la vitesse primitive est égal au nombre e. C'est le cas fa- 
cile à réaliser d'un corps qui vient choquer un autre 
corps invariablement fixé sur la terre. 

. Le plus ancien ouvrage que nous connaissions sur le 
choc des corps est dû à J. Marc Marci de Crownland (*), 
médecin hongrois, qui publia à Prague, Tan lâSp, un 
Traité De proportione motûs seu régula spliymica^ 
dans lequel il étudie le choc des corps dépourvus d'élas- 
ticité ou parfaitement élastiques. Les lois qu'il a données 
pour ces derniers corps sont précisément celles que Ton 
adopte aujourd'hui. Cet ouvrage remarr]uable est cepen- 
dant tombé dans un oubli général \ il ' parait même qu'il 
ne parvint pas à la connaissance de Wallis, de Wren et 
de Huyghens qui, trente années plus tard, donnèrent à 
peu près les mêmes lois que Marci., Wallis (**) s'occupa 
des corps dépourvus d'élasticité, Wren (***) et Huy- 
ghens \****) étudièrent les corps parfaitement élastiques. 



(*) M09rnxa.A, Bittoire des Mathématiques, t. Il, p. 4o6. 

( — ) Philos. Trans,, 1668, p. 864. 

(*••) Philos, Trans., 1668. p. 867. 

(•••*) Philos. Trans., 1669, p. gaS. — Journal des Savants, mars 16 
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Ou peut consulter, sur le sujet qui nous occupe, les 
écrits de Wallis (*), de Keili {**), de Marîotle (***) et 
de Smeaton (****). 

i . Trois sphères m^m\m^ parfaitement élastiques sont 
en ligne droite j le corps m est lancé sur le corps m' avec 
une vitesse donnée. Trouver la niasse que doit avoir ce 
second corps, pour que la vitesse quil communiquera 
au corps m!' soit la plus grande possible. 

Soient : 

m, m\ m'aies masses des trois corps; 
a la vitesse imprimée au corps m\ 
V la vitesse de ce corps après le choc dans le sens de la 
vitesse a\ 

a' la vitesse qu^il communique au corps m'\ 

a" la vitesse que ce corps m' communique au corps m^. 

Les formules (A) et (B) nous donnent 



et si l'on élimine v^ 


m[a - 
a' 

a' = 




De même, 


im* a' 


Par couséquent, 




~ /w' -h ///' 
^mm' a 



{m -4-///) (//i' +w") 
La question est ramenée à déterminer le minimum de 

(*) Mechanica, pars tertia, 1671. 

('*) IntroducUo adveram Pl\yticaniy lect. xii, xiii, xiv. 

( » *♦ ) Truite de Percussion, 

(♦••») Philos. Trans,,^yx\\ 1782. 
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la quantité 

Différentions cette expressiou par rapport à m'] il vient 



/»' * — mm" = o, /n' = yjmm" • 

HoTOHurs, PhiL Trans., 1669, p. 928. 

2. Une sphère parfaitement élastique est lancée contre 
un plan fixe et bien uni, avec une vitesse donnée en 
grandeur et en direction. Déterminer la grandeur et la 
direction de la vitesse après le choc. 

Soient u et v les vitesses d'incidence et de réflexion ; 
a et j3 les angles que les directions de ces vitesses font 
avec la normale. Ces vitesses ont pour composantes pa- 
rallèles au plan usina, (^sin^, et pour composantes nor- 
males ucosa, (^cos|3. 

Puisque le plan est parfaitement uni, le choc n'altère 
pas la composante de la vitesse d'incidence qui est parais 
lèle au plan *, on a donc 

(^sinp = icsioût. 

La composante normale se comportera comme si le 
choc était normal ; en sorte qu'on aura, d'après Téqua- 
tion (C), 

i^COS^ = tf cosse. 

On tire de ces deux équations 

p = a, vz=zu\ 

c'est-à-dire que la vitesse n'est point altérée par le choc, 
et que l'angle de réflexion est égal à l'angle d'inci- 
dence. 

Wallis, Mechan^f pars lU, De eiaterCf ete,^ prop. 1. 
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3. Deux sphères parfaitement élastiques, animées de 
vitesses connues en grandeur et en dù'ection, viennent 
à se heurter. Déterminer les vitesses de ces sphères après 
le choc et leurs directions. 

Soient m, m' les masses des deux sphères; O, O' leurs 
centres à Finsunt du choc; a, a* leurs vitesses avant le 
choc; AO, A' (y les directions de ces vitesses; a, 0/ les 
angles que ces directions font avec la direction OCy. 

Décomposons chacune des vitesses a, a* d^abord sui- 
vant la ligne des centre!» 0(y, puis suivant une perpendi- 
culaire à cette ligne située dans le plan AOCypour la 
vitesse a, et dans le plan A!(yO pour la vitesse a'. Les 
composantes de la première vitesse seront acosa, asina, 
et celles de la seconde vitesse seront a'cosa', a'siua'. 

Les composantes perpendiculaires à la lignedes centres 
ne seront point altérées par Teffet du choc: d'où il suit 
que le corps m continuera à se mouvoir dans le plan 
AOCy, et le corps m' dans le plan A'CyO. 

Les composantes parallèles à la ligne des centres seront 
modifiées de la même manière que si les deux sphères se 
mouvaient avant le choc suivant la ligne OCX, avec des 
vitesses égales à ces mêmes composantes acosa, a'cosat'. 
Dès lors, si nous représentons par if et i*' les composantes 
suivant OCV des vitesses des deux sphères après le choc, 
nous aurons, d'après les équations (A) et (B), 

m (acosa — «') = '«' (^' — o'cosa'j, 

v' — f»=r/icosa — a'cosa'; 

d'où 

m — m' 2 m' 



V : 



7 a cosa H -a'cosa' 



m -h m' m -h m' 



; a cosa' H ; a ces «. 
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Nommons V et \' les vitesses des deux sphères après 
lem* choc et 4>, 4>' les angles que les directions de ces 
vitesses font avec la direction OO^ Nous aurons, 

V = p» -f- fl' sin'a , V» = p" + a" sin««', 

usina , ^'sîna' 
tang<t> = j tang^» = j — • 

Kkill, Inirodttctio ad veram phjrsicam, lect. i4- 

4. Deux sphères imparfaitement élastiques se meu- 
sfent av^ec des vitesses données sufune même ligne droite 
et dans la même direction^ lorsque Vune d* elles vient à 
heurter contre Vautre. Déterminer les vitesses de ces 
deux corps après le choc. 

Soient m, m' les masses des deux corps, a^ a' leurs 
vitesses avant le choc, v^ u' leurs vitesses après le choc 
et e leur élasticité commune. 

Diaprés les formules ( Â) et (B), on a 



d'où 



m -t- m' m -i-m' 

Maclaubin y C/ioc des corps, p. 3o. Prix de TAcad. , 1. 1. 

5. Troui^er la somme des forces viues qui animent 
après le choc les deux sphères considérées dans le pro" 
blême précédent. 

On trouve 

«o» ^ ^f^2 — n.«J -X. ».' VI m m' {i — é') {a — i/y 

m9* -4- m f» ' = ma' -h m a' , * 

m -hfli' 

L a* ÉDiT. 17 



m{a--i^)=z 


m' 


(•-«'), 


i/^ç:=ze 


(« 


-«'); 


ma H- m'a' 
m -h m' 


— 


m'e{a—a') 
m -h m' 


ma -^ m'a' 


-+- 


me {a — a') 
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Cette formule montre que, par l'effet du choc, la somme 
des forces vives diminue d* autant plus que Vélastiàlé 
est moins considérable, 

6. A\fec quelle vitesse une bille doit-elle choquer une 
bille égaley déjà animée d^une vitesse connue a, pour 
que le premier corps reste immobile après le choc ? 

L'élasticité des deux billes est e. 

La vitesse imprimée a la première bille doit être 

I + e 
a. 

I — e 

7. Déterminer les vitesses a et b que doit^ent avoir 
deux sphères A et B, qui se meuvent suivant une même 
direction, pour qu^ après le choc, le premier corps K reste 
en repos, et le second B continue à se mouvoir avec une 
vitesse connue ^. 

V élasticité commune des deux corps, e, et leurs masses 
m, m' sont données. 



On trouve 



a ::=: 



iH" g m'^ 



^^ (em'--m)^ 

HâCLAuaiNy Choc des corps, p. 42. Prix de TAcad.» 1. 1. 

8. Une sphère A est lancée contre une sphère B en 

repos I on veut qu^ après le choc, la première sphère A 

reste en repos, et la seconde B se mette en mouvement 

[ avec une vitesse égale à la w""^ partie de la vitesse pri" 

\ mitive du premier corps. Déterminer l'élasticité e des 

deux sphères et le rapport — ile la masse du second 
corps à celle du premier. 
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On trouve 

1 m* 

tf r= -j — = /î. 

n m 

9. Deux sphères parfaitement élastiques, qui se meu' 
vent suivant une même droite avec des vitesses égales et 
contraires, viennent à se heurter. Quel doit être le rap- 
port de leurs masses, pour que l'une d^ elles reste en 
repos après le choc ? 

Soient m' la masse de la sphère qui doit rester en repos 
après le choc et m celle de Tautfe sphère. 
On trouve le rapport 

m 

10. Des billes en nombre quelconque et de même 
élasticité sont disposées en ligne droite; on imprime à 
la première bille une vitesse connue, dans la direction 
des autres corps. Trouver la vitesse que la dernière bille 
recevra. 

Soient n le nombre des billes, m^, m^,..., m„ leurs 
masses^ e leur élasticité commune^ a la vitesse imprimée 
à la première bille et v la vitesse cherchée que recevra la 
dernière bille. 

On trouve 

p = ( I -4- tf )"^' • • • • • a . 

MACLAuanr, Choc des corps, p. 54* Prix de l'Acad., 1. 1. 

11. l/n nombre quelconque de billes égales, juxta- 
posées en ligne droite sur une table bien unie, sont liées 
entre elles par des fils inextensibles et d'égale longueur; 
on écarte brusquement la première bille en lui impri-* 
mant une vitesse connue suivant la droite des centres, 
et Von demande le temps qui doit s^ écouler avant que la 
dernière bille soit mise en mouvement. 
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Soient n le nombre des billes, a la longueur de chacun 
des fils de jonction et j3 la vitesse imprimée à la première 
bille. 

Le temps cherché est 

n[n — i) a 

12. Un nombre quelconque de sphères sont rangées 
en ligne droite entre deux autres sphères de niasses con» 
nues m, m'] on imprime à la sphère m une vitesse don- 
née a, vers là sphère voisine. Trousser quelles doivent 
être les masses des sphères intermédiaires pour que la 
vitesse a* communiquée au dernier corps soit un maxi^ 
mum^ et déterminer la limite vers laquelle converge 
cette vitesse maximum^ lorsque le nombre des sphèivs 
intermédiaires croit indéfiniment. 

Tous les corps considérés ici sont parfaitement éUts- 
tiques. 

On trouve que la masse de chacune des sphères inter- 
médiaires doit èire une moyenne géométrique entre celles 
des deux sphères adjacentes ; et si Ton nomme n le nombre 
des sphères intermédiaires, on obtient entre les vitesses 
la relation 

r _-A_r^""'^ 

Lorsque le nombre des sphères croit indéfiniment, ce 
rapport tend vers la limite — = t/~« En effet, 

I 

I , m I / I , m\* 
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en sorte que, si Ton se borne aux deux premiers termes 
de ce développement, il vient 

lim — 1= lim ( I log —7 1 

a \ «-hi 2 ^m'I 



I , m , 



On montrera sans peine que les termes négligés s'éva- 
nouissimt a la limite. 

13. Une sphère dépourvue do toute élasticité vient 
heurter contre une autre sphère en repos et pareillement 
privée d^ élasticité -j on connaît la vitesse de la première 
sphère à Vins tant du choc et V angle que sa direction 
fait avec la ligne des centres. Déterminer la vitesse du 
premier corps après le choc. 

Soient a Tangle donné, a la vitesse de la première 
sphère avant le choc, v sa vitesse après le choc, m sa masse 
et m' celle de Tautre sphère. 

On trouve 

«» = fl I sîn'a + 7r;C0S*« I • 

14. Deux splières A, B, de masses égales et animées 
d'une même vitesse a, viennent à se heurter de telle 
sorte quà V instant du choc la ligne des centres coïncide 
avec la direction que suivait la sphère B; on connaît 
V angle a de leurs directions primitives et leur élasticité 
commune e. Trouver les vitesses des deux sphères après 
le choc, et déterminer la valeur de P angle a qui rend 
maximum la vitesse de la sphère A. 

Soient II et f^ les vitesses des deux sphères A et B après 
le choc. 
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Soient n le nombre des billes, a la longueur de chacun 
des fils de jonction et J3 la vitesse imprimée à la première 
bille. 

Le temps cherché est 

n{n — i) a 

12. Un nombre quelconque de sphères sont rangées 
en ligne droite entre deux autres sphères de masses con- 
nues m, m'\ on imprime à la sphère m une vitesse don-- 
née a, vers là sphère voisine. Trousser quelles doii^ent 
être les masses des sphères intermédiaires pour que la 
vitesse a' communiquée au dernier corps soit un maxi' 
mum^ et déterminer la limite vers laquelle converge 
cette vitesse maximum^ lorsque le nombre des sphères 
intermédiaires croit indéfiniment. 

Tous les corps considérés ici sont parfaitement élas- 
tiques. 

On trouve que la masse de chacune des sphères inter- 
médiaires doit èlre une moyenne géométrique entre celles 
des deux sphères adjacentes \ et si Ton nomme n le nombre 
des sphères intermédiaires, on obtient entre les vitesses 
la relation 

« La 2 \'»'/ J 

Lorsque le nombre des sphères croit indéfiniment, ce 

rapport tend vers la limite — = t/^« En effet, 

1,1» I / I , «t\' 
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en sorte que, si Ton se borne aux deux premiers termes 
de ce développement, il vient 

lim — z= lim ( I • - log — 7 1 

a \ rt-l-i a ^m*] 



-log- 

" t] 



= e 



y m' 



On montrera sans peine que les termes négligés s^éva- 
nouisscnt a la limite. 

13. Une sphère dépourvue de toute élasticité vient 
heurter contre une autre sphère en repos et pareillement 
privée d^ élasticité ^ on connaît la vitesse de la première 
sphère à V instant du choc et r angle que sa direction 
fait avec la ligne des centres. Déterminer la vitesse du 
premier corps après le choc. 

Soient a Tangle donné, a la vitesse de la première 
sphère avant le choc, v sa vitesse après le choc, m sa masse 
et m' celle de Tautre sphère. 

On trouve 

r . , "'' , y 

14. Deux splières A, B, de masses égales et aniniéei 
d'une même vitesse a, viennent à se lieurter de telle 
sorte qu'à Vinstant du choc la ligne des centres coïncide 
avec la direction que suivait la sphère B^ on connaît 
l'angle a de leurs directions primitives et leur élasticité 
commune e. Trouver les vitesses des deux sphères après 
le choc, et déterminer la valeur de l^ angle a qui rend 
maximum la vitesse de la splière A. 

Soient u et (^ les vitesses des deux sphères A et B après 
le choc« 



26o MéCAntQUB RATIONNELLE. 

Soient n le nombre des billes, a la longueur de chacun 
des fils de jonction et j3 la vitesse imprimée a la première 
bille. 

Le temps cherché est 

n{n — i) a 

12. Un nombre quelconque de sphères sont rangées 
en ligne droite entre deux autres sphères de niasses con* 
nues m, m'; on imprime à la sphère m une vitesse don- 
née a, vers lu. sphère voisine. Trousser quelles doii'ent 
être les masses des sphères intermédiaires pour que la 
vitesse a' communiquée au dernier corps soit un maxi- 
mum^ et déterminer la limite vers laquelle converge 
cette vitesse maximum, lorsque le nombre des sphères 
intermédiaires croit indéfiniment. 

Tous les corps considérés ici sont parfaitement élas- 
tiques. 

On trouve que la masse de chacune des sphères inter- 
médiaires doit èire une moyenne géométrique entre celles 
des deux sphères adjacentes \ et si Ton nomme n le nombre 
des sphères intermédiaires, on obtient entre les vitesses 
la relation 

r __^r'""'^ 

Lorsque le nombre des sphères croit indéfiniment, ce 
rapport tend vers la limite — = t/^« En effet, 

I 
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en sorte que, si Ton se, borne aux deux premiers termes 
de ce développement, il vient 

Km — z= Hm ( I log — 7 ) 

a \ n-^x 13L ^ m'] 



1 , m 
-log-7 






On montrera sans peine que les termes négligés s'éva- 
nouissent a la limite. 

13. Une sphère dépourvue de toute élasticité vient 
heurter contre une autre sphère en repos et pareillement 
privée d^ élasticité -^ on connaît la vitesse de la première 
sphère à l^ instant du choc et V angle que sa direction 
fait avec la ligne des centres. Déterminer la vitesse du 
premier corps après le choc. 

Soient Cf. Tangle donné, a la vitesse de la première 
sphère avant le choc, v sa vitesse après le choc, m sa masse 
et m' celle de l'autre sphère. 

On trouve 

vz=za\ sm'a H- r-cos*« I • 

L {^^ "'Y J 

14. Deux splières A, B, de masses égales et animées 
d*une même vitesse a, viennent à se heurter de telle 
sorte quà Vinstant du choc la ligne des centres coïncide 
avec la direction que suivait la sphère B; on connaît 
V angle a de leurs directions primitives et leur élasticité 
commune e. Trouver les vitesses des deux sphères après 
le choc, et déterminer la valeur de C angle a qui rend 
maximum la vitesse de la splière A. 

Soient u et f^ les vitesses des deux sphères A et B après 
le choc. 
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Soient n le nombre des billes, a la longueur de chacun 
des fils de jonction et ]3 la vitesse imprimée à la première 
bille. 

Le temps cherché est 

n{n — î) et 

12. Un nombre quelconque de sphères sont rangées 
en ligne droite entre deux autres sphères de masses coH' 
nues m, m'; on imprime à la sphère m une vitesse don-- 
née a, vers là sphère voisine. Trouver quelles doii^ent 
être les masses des sphères intermédiaires pour que la 
vitesse a' communiquée au dernier corps soit un maxi- 
mum, et déterminer la limite vers laquelle converge 
cette vitesse maximum., lorsque le nombre des sphères 
intermédiaires croît indéfiniment. 

Tous les corps considérés ici sont parfaitement élas- 
tiques. 

On trouve que la masse de chacune des sphères inter- 
médiaires doit être une moyenne géométrique entre celles 
des deux sphères adjacentes ; et si Ton nomme n le nombre 
des sphères intermédiaires, on obtient entre les vitesses 
la relation 

r _-^r^""'^ 

Lorsque le nombre des sphères croit indéfiniment, ce 
rapport tend vers la limite — = \/"7' ^^ ^^®^ 
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en sorte que, si Ton se. borne aux deux premiers termes 
de ce développement, il vient 

Hm — = lim ( I . - W — - j 

a \ /i-f-i a ^m'I 



I , m 



On montrera sans peine que les termes négligés s'éva- 
nouissent à la limite. 

13. Une sphère dépourvue de toute élasticité vient 
heurter contre une autre sphère en repos et pareillement 
prii^ée d^ élasticité^ on connaît la vitesse de la première 
sphère à l'instant du choc et l'angle que sa direction 
fait ai^ec la ligne des centres. Déterminer la vitesse du 
premier corps après le choc. 

Soient a Tangle donné, a la vitesse de la première 
sphère avant le choc, i* sa vitesse après le choc, m sa masse 
et m' celle de l'autre sphère. 

On trouve 



• = a I ! 



sin'a H- rricos'a I • 

(/» -f- m'y J 

14. Deux sphères A, B, de masses égales et animées 
d'une même vitesse a, viennent à se heurter de telle 
sorte quà V instant du choc la ligne des centres coïncide 
ai^c la direction que suii>ait la sphère B^ on connaît 
V angle a. de leurs directions primitives et leur élasticité 
commune e. Trouver les vitesses des deux sphères après 
le choc, et déterminer la valeur de f angle a qui rend 
maximum la vitesse de la sphère A. 

Soient 14 et 1^ les vitesses des deux sphères A et B après 
le choc. 
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On trouve 

tt'=:-ja'[i 4- tf H- (i — e) cosap H- A^sin'a, 
4 

i»> = -T ii»[i — <f H- (l -h tf) COSa]». 

La vitesse u est la plus grande possible lorsque 

1 — e 

cosa = n • 

o — e 

15. 7>où sphères parfaitement élastiques A, B, C sont 
placées aux trois sommets (Vun triangle connu. Trou-- 
i>er le rapport qui doit exister entre les masses des trois 
corps pour que la sphère A, lancée obliquement sur la 
sphère B, soit réfléclùe sur la spJière G et rev^ienne à sa 
position primitii^e. 

On suppose qu^à Tinstant où deux sphères se choquent 
la ligne de leurs centres est perpendiculaire au côte op- 
posé du triangle, et que les diamètres des sphères sont 
très-petits par rapport aux côtés du triangle. 

Soient a, |3, y les angles du triangle qui correspondent 
aux sphères A, B, C, et m, m\ m" les masses de ces 
sphères. 

Les relations cherchées sont les suivantes : 

m sinp m siny 

m' sîn(a — y)* m*' sin(p ~ a) 

16. TJne sphère en mout^ement A vient heurter une 
sphère en repos B. Déterminer r angle que la direction 
de la sphère A aidant le choc doit faire avec la ligne des 
centres AB, pour que la déviation f que cette sphère 
éprouve dans le choc, soit la plus grande possible. On 
connaît C élasticité commune aux deux corps ^ ainsi que 
le rapport n de la masse de la sphère A à celle de la 
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sphère B, et Ton ne compte V angle cf que jusqu*à 
90 degrés. 

L'angle cherché est fourni par Tàjuation 



tangd 






et la valcar correspondante delà déviation est donnée par 
la formule 

i-f-i? 

toDgf = T T. 

2{/I-4-l)*(/l-lf)' 
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CHAPITRE n. 

MOUVEMENT RECTILIGNE D»UN POINT MATÉRIEL. 



Considérons un point matériel qai se meut suivant 
une ligne droite, et soient 

1^ la vitesse de ce mobile ; 

X sa distance à une origine fixe prise sur la droite qa*il 
parcourt; 

f la force accélératrice qui le sollicite et qui sera posi- 
tive si elle tend à accroître la distance x; 

t Tépoque considérée, comptée à partir d^un instant 
déterminé. 

Toutes les circonstances du mouvement sont renfer- 
mées dans les deux équations 

dx d9 - 

que Ton peut écrire encore 

Ces équations ont été données pour la première fois 
par Varîgnon, en Tannée 1700, dans les Mémoires de 
V Académie des Sciences de Paris (p. aa); mais il faut 
observer qu'à cette époque Newton (*) avait déjà publié 
depuis longtemps ses recherches géométriques sur le 
mouvement rectiligne produit par des forces variables. 



(*) Prineipiû^ Hb. I, sect. yii, et lib. 11, sect. 1. 
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. La formule ifd^' x=zfdx nous montre que la dériyée du 
carre de la vitesse, -^—9 est proportionnelle à la force ac- 
célératrice. Néanmoins, Daniel BemouUi (^) pensait que 
Ton ne devait pas regarder cette loi comme seule possible, 
et que la force accélératrice pourrait bien être propor- 
tionnelle à la dérivée d'une autre puissance de la vitesse. 
Euler (^*) rejeta Topinion de Bemoulli, et s'efforça de 
prouver que la loi du carré de la vitesse est nécessaire; 
enfin d'Alembert (***) fit voir que la vérité de cette loi dé*- 
pend uniquement du sens que l'on attache au moi force 
accélératrice. 

Résoudre un problème quelconque du mouvemeiit rec- 
tiligne revient à déterminer les relations qui existent 
entre les quantités x, v, f r, dont une seule est arbi- 
traire. Or, comme les équations générales du mouvement 
rectiligne ne nous donnent que deux relations, il faut 
que dans Ténoncé du problème soit comprise une autre 
relation de la forme 

?(*. ^/, = 0; 

alors seulement nous aurons trois équations entre nos 
quatre variables. 

La fonction ^ pourra renfermer deux, trois ou quatre 
variables. Ces trois cas constituent trois genres de problè- 
mes; d'après la théorie des combinaisons, le premier 
genre admet six espèces, le deuxième quatre et le troisième 
une seule espèce. Parmi ces onze espèces de problèmes, 
les plus intéressantes, au point de vue physique, sont 
celle où la fonction f contient les deux variables x et/, 



(♦) Commenlarii Peirop.» 1726, p. 116. 
l**) Mechumea, 1. 1, p. 6a et suîv. 
( ■ * " ) Traité de Jfynami^ue, 
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et celle où celte fonction contient les trois variables j:, 
f ei %f. A la première répondra la première Section de 
ce Chapitre, où nous considérerons le mouvement dans 
le vide ; à la seconde répondra la seconde Section, où nous 
considérerons le mouvement dans un milieu résistant. 

SECTION I. 

MOUVEMENT DANS LE VIDE. 

1 . Une molécule est placée en un point duquel émane 
une force répulsiife et proportionnelle à la »'*"^ puis- 
sance de la distance. Déterminer la vitessse dont le mo- 
bile est animé lorsqud a parcouru un espace donné et 
le temps qu'il a mis à parcourir cet espace» 

Soient /x la force répulsive à Tunité de distance et x la 
distance du mobile au centre des forces. 
On a 

Si l'on intègre en observant que u est nul lorsque jr = o, 
il vient 



«-f-i 



■x^\ 



Cette équation fait connaître la vitesse du mobile lors- 
qu'il a parcouru Fespace x. 
On a d'ailleurs 



n-ht 
3 



dx / ^M 

dt V /i -4- I 

y H -4-1 

V 2^ 
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et si l'on prend l'instant du départ pour origine du temps, 



I — n 

-~2 



2 . /i-4- « 

t = i/ . 

I — n V 1X\L 

EuLBEy Meehanica, 1. 1, p. 125. 

2. Un point matériel est attiré vers un centre fixe 
par une force inversement proportionnelle à la /i***"' 
puissance de la distance. Trouver quel doit être le 
nombre n pour que la vitesse que le mobile acquiert en 
venant vers le centre d'une distance infinie à la diS" 
tance a, soit égale à celle qu*il aurait acquise en venant 

de la distance a à la distance -7 a. 

4 

Soient v^ la vitesse acquise dans le premier mouve- 
ment, f^t la vitesse acquise dans le second mouvement, 
X la distance du mobile au centre d^attraction et jx l'at- 
traction exercée à l'unité de la distance. 

Qna 



d9 

\ 

d'où 



d9 ^ 

•'Si"-"}?' 



I 
Puisque les vitesses v^ et v^ doivent être égales, 

1=4—-.!, 

3 
2 
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3. Un point matériel placé sur Vune des diagonales 
d^un carréy près du centre de cette figure, est attiré ven 
les quatre sommets par des forces égales et fonctions 
de la distance. Déterminer la durée des petites osciUa- 
tions que le point exécute autour de sa position d^équi- 
libre. 

Soient na la longueur d^une diagonale, x la distance 
du mobile au centre du carré, r sa distance à chacune des 
extrémités de la diagonale sur laquelle il ne se méat 
point, et cp(r) l'attraction de chacun des sommets à U 
distance r. 

On a 

— ^- - 2«(r) - -h f {« - x) - ç(fl 4- x). 

Déyeloppons le second membre par la formule de Tay- 
lor suivant les puissances ascendantes de x. Comme celte 
distance x est fort petite, nous pouvons négliger ses puis- 
sances supérieures à la première. Alors Téquation se 
réduit à celle-ci : 

, posant a[î^-h?'(a)] = K, 

Multiplions les deux membres par ^— tK intégrons; il 
vient 

i dji\'i 

Kx*+const., 



ou 



(?)•=- 
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et si nous nommons ^ la valeur initiale de jr, 

I dx 

dtz=z — y 

I jr 

t ==--=rarccos-i 

x = pcos(^^K)* 

On voit, par cette dernière formule, que la distance x 
oscille entre les valeurs P et — /3, et que la durée d'une 
oscillation est 



T = ^^^,^\li^^,'[a)'\ \ 



)fK V^L « 



4. Deux points matériels A et 6 s* attirent proportion- 
nellement à leur distance; ils sont d* abord maintenus 
immobiles dans une position donnée, puis on les aban^ 
donne à leur attraction. Déterminer leurs positions et 
celle de leur centre de gravité à un instant donné. 

L'attraction de A sur B à Tunité de distance est égale 
à fx' et celle de B sur A est égale à |x. 

Soient X et x^ les distances des mobiles A et B à un 
point fixe O pris sur le prolongement de la droite BA. 

Les équations du mouvement sont ici 
d^x 

Multiplions ces équations respectivement par jui' et par fx, 
puis ajoutons les résultats; il vient 

^di^'^^'dF^''' 
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Si Ton prend Torigiiie du temps à l'instant où le moa- 
vement commence, Tînt^rale est, sans consunte, 

et si l'on désigne par a, a! les yalears initiales de x, x^ 
on obtient, par une seconde intégration, 

(l) fi'ar H- px'=p'tf H- fia'. 

Retranchons Tune de l'autre nos deux premières équa- 
tions, et posons 

il vient 

_4.(p/^p)s = o. 

Int^rons en observant que -r est nul lorsque z s=a'— a-, 
nous obtenons 

I dz 

dtzzz-' 



I s 

/ = . arc cos -; • 

ou 

(2) j/ — X = (a' — fl) cos(/ v'^fA'-Hf*). 

Les équations (i) et (a) nous donnent 

J:'r=i-— j î- \-^ i.cos(iVl*'-htt). 
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Soient m, m' les masses des deux mobiles A, B, et x la 
distance de leur centre de gravité au point O. 
Nous avons 

[m H- m') X =z mx -f- m'x^ 

""7iir7(f*^"^f*^)-^- %/^^ («^~^)cos(/v^fi-4-fi). 

Dans le cas où les attractions [i et [i' sont proportion- 
nelles aux masses m' et m, cette équation devient simple- 
ment 



d'où l'on voit que le centre de gravité du système reste 
alors immobile pendant toute la durée du mouvement. 

5. Un point, matériel^ soustrait à r action Je la pesan- 
teur, est placé à V extrémité de l'axe d'un tube cylîn" 
drique qui se prolonge indéfiniment; les parois de ce 
tube sont très-minces j et la matière qui les compose est 
douée d'une force attractive immensément proportion- 
nelle au carré de la distance. Déterminer la vitesse ac^ 
quise parle point matériel lorsqu'il a parcouru un espace 
donné sur l'axe du tube. 

Soient r le rayon du tube, e Tépaisseur des parois, 
p leur densité, x la distance du mobile à Textrémité de 
Taxe et fji l'attraction de Tunité de masse à Tunité de dis- 
tance. 

Le volume de la petite portion des parois qui est com- 
prise entre deux plans perpendiculaires à l'axe et dont 
les dislances au mobile sont 5 et i -H ^, a pour expres- 
sion 

2nrtdsi 

l'attraction que cette portion du tube exerce sur le mobile 
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suivant Taxe est 

I s 



Q-K^tprals- 



Par conséquent, 



rf»jr /•* sels 



Multipliant par a j- et int^rant, 

ç^ = 4ff'fAprf log (x H- y'ar=» -f- h) -|- const. 

On détermine la constante par la condition que u soit nul 
en même temps que Xy et il vient 



6. Une bille pesante est lancée d^une hauteur de 
20 mètres contre un plan horizontal ^ elle rebondit Je 
lo mètres g retombe de nouveau et rebondit de 4 mètres, 
Troui^er Vélasticité de la bille et la vitesse ayec laquelle 
elle a été lancée. 

Soient a la vitesse imprimée au mobile, i^ la vitesse 
qu'il possède à la fin de sa première chute et e son élas- 
ticité. 

Nous avons 

Au commencement du premier bond, la vitesse du mobile 
sera ev^ et puisque cette vitesse ne devient nulle qu'après 
une ascension de lo mètres, 

e*i»'=20^. 
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An commencement du deuxième bond, la vitesse sera 0*1^, 
et puisqu'elle n'est détruite que par une ascension de 
4 mètres, 

Ces trois équations nous donnent 
e = l/g' « = v^iog- ou à pe^ près g^^^go par seconde. 

7. Un point matériel se meut en ligne droite sous 
V action d^une force attractiî^e dirigée vers un centre 
fixe et proportionnelle à la 71'^'"' puissance de la dis^ 
tance; on connaît la vitesse |3 que le mobile acquiert en 
arrii^ant à la distance a du centre^ Trou%^er à quelle dis- 
tance du centre le mouvement a commencé. 

Soient fi l'attraction à l'unité de distance et z la dis- 
tance cherchée. 
On trouve 

EuLEE, Mechan*^ t. I, p. 109. 

8. Vn point matériel tombe sur un centre fixe qui 
V attire en raison ini^erse du cube do la distance; on 
connaît la distance initiale a, et Von demande la durée 
de la chute T. 

Si l'on représente par /x l'attraction à l'unité de dis- 
tance, on trouve 

9. Un point matériel arrive d^une distance infinie 
vers un centre fixe qui V attire en raison inverse tlu carré 
de la distance» Déterminer la vitesse que possède le mo» 
bile à une distance donnée du centre. 

I. 2«toiT. 18 
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Soient a la distance donnée, î^ la vitesse cherdiée et fi 
l'altraetion à l'unité de distance. 
On trouve 



■=\/¥- 



10. Un point matériel est placé en un lieu connu sur 
la droite qui joint les centres de deux forces attractiy^eSj 
égales et proportionnelles à la distance. Déterminer la 
position du mobile à une époque donnée^ ainsi que la 
durée des oscillations qu^il exécute autour de sa posi- 
tion d^équiUbre. 

Soient a la distance initiale du mobile au point milieu 
de la ligne des centres, x la distance du mobile au même 
point à Tépoque donnée t, et |x Taltraclion de chacun des 
centres a Tunité de distance. 

On trouve 

X = flcos {i v^fi), 

et la durée d'une oscillation est 

tr 

11 . Un point matériel est placé en un lieu connu sur 
la droite qui joint les centres de deux forces attractives 
ini>ersement proportionnelles au carré de la distance^ 
on lance ce corps vers Vun des deux centres , d arrive 
au point où les attractions sont égales et y reste en re- 
pos. Déterminer la vitesse ai^ec laquelle il a été lancé. 

Soient [jL et fi' les attractions des deux centres à runiié 
de distance, a a et a a' les distances initiales du mobile i 
ces deux centres, et Y la vitesse avec laquelle le mobile 
est lancé vers le second centre. 
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On trouTe 

i2. Vn point matériel cuise meut suix^ant une ligne 
droite est attiré par une force proportionnelle à la dis-- 
tance, vers un centre d^ action gui se meut suivant la 
même droite avec une vitesse constante^ on connaît les 
positions initiales du centre d'' action et du point maté' 
rielj ainsi que la vitesse constante du premier j3 et la 
vitesse initiale du second j3'. Trouver la position du 
point matériel à une époque donnée. 

Soient a et a' les distances initiales du centre d*action 
et du point matériel à une origine fixe prise sur le pror 
longement de la droite qui va du premier point au second, 
X la distance du point matériel à cette origine a l'époque t 
et II l'attraction à Tunité de distance. 

On trouve 

j: = fl 4- pf 4- BJZJ sin {t\f^) -+■ {a' — a) ces {t v^). 
Vf* 
RiccÀTi, Bonon» Institut,^ t. YI^ p. i38; 1873. 

13. Les données restent les mêmes que dans le pro^ 
blême précédent, à V exception de la force qui est ré- 
pulsive. Trouver la position du point matériel à une 
époque donnée. 

On trouve 

2 Vf» 
2 Vf* 

RiGGATI, Ib.f t. VI, p. l5l. 
18. 
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14. On suppose que dans le problème 12 la vitesse 
du centre d^ action soit uniformément accélérée, au Heu 
d^ être constante. Troui^er la position du point matériel 
à une époque donnée. 

Si Ton nomme /3 la vitesse initiale du centre d'action 
et/ l'accroissement de cette vitesse pendant Tunité de 
temps, on trouve 

:r = fl — - -f- p/ -f- i//«-h P-^ $in(/ v>) 
f* ^ Vf* 

-f- ( il' — ff -f- - I co$ {t V^). 

RiccATi, Ib.j p. i68. 

15. Les données restent les mêmes que dans le pro- 
blème précédent j à V exception de la force qui est ré- 
pulsii^e. Déterminer la position du point matériel à une 
époque donnée. 

On trouve 



-[v^f*(«-«'^-^)~(p-n] 



Ér-'V.« 



2 Vf* 
RiccATi, Ib.^ p. 182. 

16. Un point matériel est abandonné en un Heu 
connu à r attraction d*une plaque mince et indéfinie en 
tous sens, dont chaque point Vattire en raison int^erse 
du carré de la distance. Déterminer le temps nécessaire 
au mobile pour arriv^er sur la plaque. 

Soient e Tépaisseur de la plaque, p sa densité, a la dis* 
tance initiale du mobile à la pjaque, et [i l'attraction de 
runiié de masse dé la plaque à Tunité de distance. 
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Le temps cherche est 



y/; 



17. Un point matériel est placé dans le plan d'un 
anneau mince et tout près du centre; la densité de Van-' 
neau et sa section normale sont partout les mêmes, la 
matière dont il se compose est douée d'un pouvoir re- 
pulsif inversement proportionnel au carré de la dis^ 
tance. Déterminer la position du point matériel à une 
époque donnée, et trouver la durée des petites oscilla^' 
tiens quil exécute autour de sa position d'équilibre. 

Soient a le rayon de Tanneau, k Taire de sa section 
normale, p sa densité, / la distance initiale du point ma- 
tériel au centre, x la distance des deux mêmes points i 
Tépoque t^ et fx la répulsion de Tunité de masse de Tan- 
neau à Tunité de distance. 

On trouve 

a: =: / cos ( - V^ ^* Pf* ) ' 
et la durée d'une oscillation est 



'\/^ 



18. Un point matériel est abandonné à V attraction 
d'un disque mince et homogène, dont toutes les mole" 
cules sont douées d^ un. pouvoir attractif inversement 
proportionnel au carré de la distance; la position ini- 
tiale du point matériel est connue, et se trouve sur la per^ 
pendiculaire au plan du disque qui passe par le centre 
de ce corps. Déterminer la vitesse acquise par le mobile 
lorsquil arrive à la surface du disque. 

Soient p la densité du disque, e son épaisseur, a son 



978 MÉCANIQUE RàTlOlfNBLLE. 

rayon, b sa distance initiale au point matériel, et y. Tat* 
traction de Tunité de masse du disque à l'unité de dis- 
tance. 

La vitesse cherchée Y est donnée par la formule 

19. Une bille dont on connaît l'élasticité tombe 
d^une hauteur donnée sur un plan horizontal. Trouver 
tout r espace que la bille doit parcourir aidant d^ arriver 
au repos. 

Soient e l'élasticité de la bille et a sa hauteur initiale 
au-dessus du plan. 

L'espace cherché est égal à 



I —e^ 



20. Deux billes parfaitement élastiques sont placées 
à des hauteurs différentes sur une même verticale; au 
même instant on les abandonne à leurs poids, elles 
tombent sur un plan incliné de 45 degrés à Vhorizon, 
et continuent aussitôt leur route sur un plan horizontal 
parfaitement poli qui fait suite au plan incliné. Déter- 
miner la distance que les deux billes doivent parcourir 
sur le plan horizontal avant de se rencontrer. 

Si l'on nomme a et a' les distances initiales des deux 
billes au-dessus du plan horizontal, la distance cherchée 
sera 

21 . Deux points pesants sont situés à des hauteurs 
différentes sur la même verticale; au même instant on 
abandonne le point supérieur à son poids, et on Idnce 
le point inférieur de bas en haut avec une vitesse don- 
née |3. Déterminer V époque et le lieu de la rencontre des 
deux points. 
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Soient a la distance initiale des deux mobiles, x la dis- 
tance de leur point de rencontre à la position initiale du 
mobile supérieur et t Fépoque de la rencontre, comptée à 
partir de l'instant où le mouvement commence. 

On trouve 

KuaDWANOwsKiy Mém. de l'Jcad. des Sciences 
de Berlin^ i755, p. 394* 

22. Un mobile part du point A, sans vitesse initiale, 
sollicité par une force accélératrice constante a dans la 
direction X. Au même instant un second mobile part 
du point B^ sans vitesse initiale, sous l'action de la 
forcq b qui agit dans la direction Y. On demande de 
déterminer l'instant oà la distance des deux mobiles est 
un minimum y et la grandeur de cette plus petite dis- 
tance. 

Les droites X. et Y ne sont pas nécessairement dans 
un même plan. 

Soient A' le pied de la perpendiculaire abaissée du 
point B sur la droite X ; BMe pied de la perpendiculaire 
abaissée de A surY^ F la force résultante des forces a 
et b transportées parallèlement à elles-mêmes en un même 
point. 

La distance des deux mobiles est un minimum après 
un temps égal à la racine carrée de 

cette plus petite distance est la racine carrée de 

AB — ^ =r -' 
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Soient 11^ la perpendiculaire eomnmnè aux deux 
droites X et Y, et 6 l'angle compris entre deux parallMcs 
à ces droites. 

Le carré de la plus petite distance des mobiles pourra 
s'exprimer ainsi 

23. Si Ton se pose le même problème pour deux mo- 
biles animés de vitesses constantes a, &, on trouve, en 
nommant F la résultante de deux vitesses parallèles à a 
et by que la dislance des mobiles est un minimum à l'é- 
poque 

/îTÂ? -h bÏÏB' 
'-■■ ÏF 

et que cette plus courte dislance a la même expression 
que dans le problème précédent. 

Dans le cas où les deux mobiles parcourent des droita 
situées dans le même plan, comme feraient deux vais- 
seaux^ la plus courte distance est 



SECTION II. 

mouvemeut dass un milieu résistaut. 

Lorsqu'un point matériel traverse un milieu résistant, 
la force retardatrice est une fonction de la vitesse du mo- 
bile et de la densité du milieu. La nature de cette fonction 
ne peut être déterminée que par rexpérience. Dans les 
recherches mathématiques, pour simplifier les calculs et 
à titre d'approximation probable, on prend une fonction 
de la forme kpHj où p représente la densité du milieu, 
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SI une certaine fopclion de la Titosse du point, et k un 
coefficient constant qui dépend^ pour chaqne milieu, de 
Tadhérence et du frottement des molécules. 

Newton et Wallis nous ont donné les premiers travaux 
mathématiques sur le mouvement des corps dans les mi- 
lieux résistants. Les profondes recherches de Newton 
furent publiées en Tannée 1687 dans le second livre des 
Principes. La même année, Wallis, qui de son côté était 
arrivé a des résultats précieux sur cette matière, commu- 
niqua ses réflexions à la Société Royale de Londres, et les 
fit insérer dans les Transactions philosophiques. Deux 
ans plus tard, parut dans les jâcta eruditorum un Mé- 
moire de Leibnitz, où cet illustre géomètre développe ses 
opinions sur la résistance des milieux, et déclare les avoir 
présentées à TAcadémie royale des Sciences Tannée même 
des découvertes de Newton. Huyghens aussi s'est occupé 
de cette question a la fin de son Discours sur la cause de 
la pesanteur (i6go). Tous ces travaux et d'autres encore 
ont été soumis à Tanaiyse et discutés avec soin par Vari- 
gnon, dans une série de Mémoires qui font partie des 
Mémoires de V Académie des Sciences de Paris pour les 
années 1707, 1708, 170^1, 1 710 et 171 1. On trouve encore 
dans le même recueil pour Tannée 1731 un beau travail 
de Bouguer sur le mouvement d'un point matériel dans 
un milieu qui est lui-même en mouvement. 

De toutes ces recherches il résulte que dans le cas des 
petites vitesses la résistance leur est sensiblement pro- 
portionnelle, et que pour les grandes vitesses elle croit 
plus rapidement que leur carré. 

1 . Un corps est attiré en raison inverse du cube de 
,la distance^ vers un centre fixe entouré lui-même dlune 
atmosphère dont la densité est inversement proportion'' 
nelle au cube de la distance à ce centre^ et dont la ré- 
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sistance varie comme le carré de la vitesse. Déterminer 

la vitesse du corps à une distance quelconque du centre. 

Soient a la distance du mobile au centre à l'instant où 
le mouvement commence, x cette distance à Tépocpie t, 
h la résistance du milieu pour l'unité de vitesse a Funilé 
de distance, et fA Fattraction à l'unité de distance. 

On a 

di" ^ j:» "^ X» «//» ' 



ou 



dx d^x 2 fi </r 2 ^ dx* 






\€//' J"^ di \x»; dt* di \x')' 

Si Ton pose 



il vient 

dp^-h Av^dzz=iidZf 

équation qui a pour intégrale 

On détermine la constante C par la condition que i^ soit 
nul lorsque x = a^ alors on trouve 



...[.-.-(i-^)]. 



2. Une bille pesante, parfaitement élastique, tombe 
d^une hauteur connue sur un plan horizontal, et rebon- 
dit plusieurs fois de suite dans un milieu lioniogène^ 
dont la résistance est proportionnelle au carré de la 
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vitesse. Déterminer la hauteur à laquelle la bille s'élè-- 
vera après un nombre donné de réflexions. 

On prendra en considération le poids du milieu déplacé 
par la bille. 

Soient Ux la hauteur initiale d'où tombe la bille, et 
généralement a^i la hauteur à laquelle elle s'élève après 
n réflexions. Nommons 6 le volume de la bille, p la den- 
sité de ce corps, p' celle du milieu et k la résistance du 
milieu pour une vitesse égale à l'unité. 

Le poids d*un corps dans un milieu pesant est égal au 
poids de ce corps dans le vide moins le poids du milieu 
déplacé^ par conséquent, si nous considérons la bille 
dans sa descente, et que nous prenions le point le plus 
élevé d'où elle descend pour origine de la distance x, nous 
aurons 

dx Bp 

OU, posant gli — ^-]=g', 



g' - /^^ 



= dx» 



Intégrons, en observant que veix sont nuls à Finstant 
où la chute commence*, il vient 



log 



Ainsi la vitesse (^. du mobile â l'instant de son r»'^"^ choc 
vérifie l'équation 

Considérons actuellement l'ascension qui suit ce /»'^"*' 
choc, et désignons par x la hauteur du mobile au-dessus 
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du plan. Nous avons 



dx ^ 



OU 

vdv 



t= — </jr, 



équation qui a pour intégrale 

Si Ton considère en particulier Finstant où l'ascension 



commence, on aura 
Posons, pour abréger, 



Alors les équations (i) et (2) nous donnent 
I I 



«.^1 '/. 






d'où Ton voit que est le n**"" terme d'une progres- 

sion arithmétique dont le premier terme est >- et dont ia 

raison est l'unité. 
Il s'ensuit 

tt/.+i = ; — » 

««,-1- I 
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et si l'on remplace Ui, i<„^.t par leurs ^ears, 

/K?**"' — /l -f- I 



2Xr ^ na^ka 



— if-t-I 



Telle est la hauteur du n'*"" bond. 

Quand on suppose que la bille arrive d'une distance 
infinie, Aj est infini, et la valeur précédente se réduit à 
celle-ci 



I , /» -f-i 



EuLUy Mechan.j 1. 1, p. 19a. 

3. Un centre d'attraction est entouré d^un milieu 
dont la densité varie auec la distance suivant une loi 
connue, et dont la résistance est proportionnelle au 
carré de la vitesse. Déterminer quelle doit être FattraC' 
tion de ce centre pour quun point matériel abandonné 
à son action emploie toujours le même temps pour l'at-^ 
teindre^ quel que soit le point de départ. 

Soient a la distance du centre au point matériel à Tin- 
stant où le mouvement commence, x cette distance à. 
Tépoque £, F la force d'attraction et p la densité du mi-» 
lieu, laquelle est une fonction de x. 

L'équation du mouvement est ici 

ou, multipliant par ao""-'^*'', 

«-«/*>«'* p»= _ a Çe—*fp''Fdx + coDtl. 
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On détermine la constante par la condition que v soil 
nul lorsque x = a; alors, si Ton pose, pour abré£;er, 

Jo Jo 

il vient 



di^ 



V^A — X 



Posons encore 



(,) «/.<'' 5 ^P; 



nous aurons 



dt=z 



djt 



Pv/Â— X 
et la durée de ]a chute du corps sera donnée par la formule 



/*A dH 



Puisque le second membre doit être indépendant de la 
distance initiale, ou, ce qui est la même chose, indépen- 
dant de A, il faut que la quantité comprise sous le signe/ 
soit du degré o en A, X et ^X. Pour qu'il en soit ainsi, 

P doit être une fonction homogène et du degré - par rap- 
port à X et A', mais, d'après Téquation (i), P est indé- 
pendant de A, donc la seule valeur qui puisse convenir à 
cette quantité est 

P désignant une constante. 



Ceci posé) Téqualion (x) nous donne 

sfyL 
et comme X et x sont nuls en même temps, 

Jo . 

Elevons au carré, puis reniplaçons X par sa valeur^ 
nous trouvons 

De la différentielle de cette équation, 

8p'e-^fp^Fdx = tie''ff'^' C e-fP^'dx, 
on tire la valeur cherchée, 

Lorsque p = o, ce qui est le cas du vide parfait, 

Lorsque p est une constante, ce qui est le cas d'un milieu 
homogène, 

EuLER, Mechan,, 1. 1, p. 220. 

4. Un centre de forces C est animé d*un mouvement 
uniforme suivant la direction OPCA; 1/ repousse en 
raison directe de la distance un point matériel P qui se 
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meut saillant la même droite^ dans un milieu homogène 
et dont la résistance est proportionnelle à la vitesse. 
Détei^niner la position du point matériel à une époque 
donnée. 

Soient a et a' les distances initiales du centre C et du 
point P à l'origine fixe O , |3 et p' les vitesses initiales de 
ces mêmes points, jx la force répulsive à Tunité de dis- 
unce, k la résistance du milieu pour Funité de vitesse et 
X la distance qui sépare le point P de Torigine O a l'é- 
poque t. 

Si nous convenons de considérer comme positives les 
vitesses et les distances comptées dans la direction OPCA, 
et comme négatives les vitesses et les distances comptées 
dans la direction contraire, le mouvement sera toujours 
représenté par l'équation 

dt* r\ r I fff 

qui, si Ton pose 

* — û— i- pr=t 



peut s'écrire, 






Nous intégrerons cette équation par la méthode commune 
des équations linéaires* 

Substituons la valeur ^=: Âe^, dans laquelle A et p 
désignent des constantes qu'il s'agit de déterminer. H 
vient 

équation qui a pour racines 
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par conséquent, Tintégrale générale sera 
c'est*â-^re 

(X 

Lorsque £ est nul, «n doit avoir 

*de là il suit que les constantes C et C sont déterminées 
par les deux équations 

o' == a -h ^ -h C -h C^, p' z= p ^ p' C -+- p*' C*'. 

On trouvera ce problème et plusieurs autres du même 
genre dans les Mémoires du jésuite Y. Riccati, De motu 
rectilineo corporis attracti aut repulsi à centra mobili^ 
Dîsquisitîo guarta. Comment. Bonon., t. VI, p. 2125 
1783. 

5. Dh -point matériel reçoit une mtesse donnée j3 dans 
un milieu homogène, dont la résistance est pmportion^ 
nelle à la racine carrée de la vitesse. Déterminer Vé" 
poque à laquelle le point s'arrêtera. 

Si Ton nomme k la résistance du milieu pour Tunité de 
¥itess« et T Tépoque cherchée, comptée i partir de Tin- 
stant où le mouvement commence, on trouve 

6. Un point pesant est placé dans un milieu homo- 
gène dont la résistance est proportionnelle au carré de 
la vitesse. Soient t le temps nécessaire à ce point pour 
acquérir en tombant une vitesse v^ et r le temps qui lui 
serait nécessaire pour.perdre cette même vitesse si on le 

I. 9* fDiT. ig 
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lançait verticalement de bas en haut. Déterminer la re- 
lation qui existe entre les deux quantités tet z^ 

Si Ton représente par k la résistance da miliea pour 
Tunité de vitesse, on trouve la relation 

2/v^ = log lang^ j H-T v^ j- 

7. Un point matériel, lancé avec une vitesse de 
3oo mètres par seconde, dans un milieu dont la résis-^ 
tance est constante, a perdu la moitié de sa vitesse en 
parcourant une longueur d'un décimètre. Déterminer le 
temps employé à parcourir cet espace. 

Le temps cherché est égal à — ^ de seconde. 

8. Un point matériel, parti du repos ^ est attiré vers 
un centre fixe par une force d'intensité constante; le 
mouvement s'exécute dans un milieu dont la résistance 
est proportionnelle au carré de la vitesse et à V inverse 
de la distance au centre. Déterminer la vitesse du mo- 
bile à une distance quelconque du centre, et trouver la 
distance pour laquelle cette vitesse est un maximum. 

Soit y* la force d*aUraction, h la résistance du milieu 
pour Tunité de vitesse et Tunité de distance au centre^ ^la 
vitesse, x la distance du mobile au centre et a la valeur 
initiale de cette distance. 

Ou trouve généralement 

I — a X: ^ ' 

et la distance qui correspond au maximum de la vitesse 
est 
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9. Deux points pesants sont placés sur la même ver^ 
ticale dans un milieu Jiomogène dont la résistance est 
proportionnelle à la vitesse^ au même instant, on laisse 
tomber le corps supérieur^ et on lance le corps inférieur 
de bas en haut suivnnt la verticale avec une ^vitesse don^ 
née. Déterminer le temps qui s*écoulera avant que les 
deux corps se rencontrent. 

Soient a la distance initiale des deux mobiles, |3 la vi- 
tesse imprimée au mobile inférieur, A: la résistance du 
milieu pour l'unité de vitesse et T le temps cherché. 

On trouve 

10* Un point pesant, d'élasticité connue E, tombe 
sur un plan horizontal, dans un milieu homogène dont 
la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse^ 
la vitesse initiale est nulle, et la hauteur dû point de dé^ 
part au-dessus du plan est connue. Déterminer la lon^ 
gueur de tout le chemin quUl doit parcourir avant d 'ar» 
river au repos. 

Si Ton nomme Ala résistance du milieu pour l'unité de 
vitesse, a la hauteur initiale et s la longueur cherchée, 
on trouve 

s^a^j^loQ ,^i,. - 
BotLOOsn, Memorie délia Sœietà Italiana, i8i6, p. iGa. 
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CHAPITRE III. 

MOUVEMENT QUELCONQUE D UN POINT MATÉRIEL Ufiafi. 



SECTION I. 

forces situées dans vv même plait sx dirigées duht 
mahièeb quelconque. 

ConsidëroDS un point matériel qui décrit une courbe 
plane sous l'action de forces dirigées comme Ton voudra 
dans le même plan. Si nous nommons x^ y les coordon- 
nées de ce point, X la somme des composantes d^s forces 
accélératrices suivant Taxe des x^ Y la somme des compo- 
santes suivant Taxe des^ et t l'époque considérée, toma 
les circonstances du mouvement seront amtenuss dans 
les équations 

Cette méthode, qui consiste à décomposer Jes forces aocé» 
lératrices suivant des axes fixes, et ramène ainsi Tétade 
du mouvement aux formules du mouvement rectiligne^a 
été donnée pour la première fois par Maclaurin en 1743} 
dans son Traité des Fluxions (vol. I, art. 4^5 et suiv.). 
Avant cette époque, toutes les questions étaient résolues 
par la méthode des composantes tangentielles et normdes 
qui, en général, ne se prête pas aussi bien aux transfor- 
mations de l'analyse, quoiqu'elle dérive plus immédiate- 
ment de la nature même du mouvement curviligne. C'est 
la marche qu'EuIer a suivie dans sa Mécanique, publiée 
en 1736. 



Lai méihod« dcacomposaniea ungMitiolle» et aormali^ 
est fondée sur deux formules utiles à connaître. 

Soient : 

f^ la vitesse du mobile en un point de sa trajectoire^ 

s l'arc de la courbe qui se termine au même point; 

p le rayon de courbure ; 

T la somme des forces qui sollicitent le mobile^ esti'^ 
mées suivant la direction de son mouvem.ent; 

N la somme des mêmes forces estimées suivant la nor- 
male qui se dirige du côté de la concavité de la courbe. 

Le mouvement est représenté par les équations 

pd» « *^ i« 
as p 

Si Ton remplace dans ces formules — etp par leurs 

valeurs bien connues en Xyj^ t et leurs dérivées, on ob- 
tient deux équations différentielles du second ordre qui 
4ont équivalentes aux équations (A). 

1 • Un point matériel et pesant décrit ta trajectoire 
A6CD; on connaît sa vitesse au point B, estimée sui^ 
vant une perpendiculaire à la corde BC, et Von demande 
sa vitesse au point C, estimée suisniiu la mémo ditûc^ 
lion. 

Prenons la corde BC pour axe de5 Xy et la perpendicu- 
laire qui est dirigée de bas en haut pour axe des y. Soient 
a Tinclinaison de la corde sur Vhorizon, u la composante 
connue de la vitesse au point B, et Hi la composante 
cherchée de la vitesse au point C. 

On a 

d'y 

Si l'on prend l'instant du passage au point B pour ori- 
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gine du temps, el que Ton i^it^re deux fois, il vient 

^ = «—^cosa./, 

I 
jr=zut g cosa./'. 

Ces deux équations générales, appliquées au point C de 
la trajectoire, nous donnent 

If, ==a — ^cosa.r, 



et Ton en tire 



o = ic ^cosa./y 



Ainsi, quand un projectile lancé dans le vide coupe 
une droite donnée en deux points^ il la trai^erse avec 
des vitesses dont les composantes perpendiculaires à la 
droite sont égales et de sens contraires. 

2. Un point matériel décrit une parabole autour d'un 
centre de forces situé à P intersection de la directrice et 
de Vaxe. Troui^er la force qui sollicite le mobile en un 
point quelconque de sa trajectoire. 

Prenons le centre des forces pour origine des coordon- 
nées. Taxe de la parabole pour axe des x, et la directrice 
pour axe des jr. 

Soient p le paramètre, r la distance du mobile à Ton- 
gine, et F la force que nous supposerons répulsive. 

Le mouvement est représenté par les équations 

dt^ ^~^ dt^ '^ r ^ 

d'où l'on tire 

d*x d^y 
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La constante C représente le double de Taire décrite par 
le rayon vecteur dans l'unité de temps. 
D^un autre côté, Téquation de la parabole 



X' 



nous donne 



dy dx 

^dï=^'Ti\ 

d\x dy^ _ d^x 
^'dV '^dF^^'dF' 



et si Ton remplace les dérivées secondes par leurs valeurs, 

^ ' r dt^ ^ r 

Éliminons -^^^-j- entre les équations (i)) (a) et (3)« 
Il vient 

ou, d'après Téquation de la parabole, 

3. Un point matériel se meut sous V action de deux 
centres fixes qui V attirent en raison im^erse de la dis^ 
tance auec des intensités égales pour des distances 
égales. Oh suppose que la vitesse du mobile est con^ 
stante. Quelle peut être dans cette hypothèse sa trajec-- 
toireP 

Prenons pour axe des a? la droite qui joi nt les deiix cen- 
tres, et pour origine le point milieu de cette droite. 

Soient a a la distance des deux centres, r et r' les dis- 
tances du mobile à ces deux points, et fi l'attraction à 
Tunité de distance.. 
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Les équati^s du moavement sont ici 





d^x yi a — X 

dt* '^ r r 






dr r r 


f* r 


De plus, 


on a constanunent 


' 




dx» ^ dx* _ 
dt^ "^ dO "~ 


const., 


ou, ce qui revient au même, 





dxd^x df d*y 

dî'dF '^'di'dF'^^' 

Si dans cette relation on remplace les dérivées se- 
condes par leura valeurs tirées des équations au mouve- 
ment, on obtient Téquation diflTérentielle de la trajec* 
toire, 

(x -h a) dx -h ydx {x — a^dx-^ y^T 

LHntégrale est 

log[(« -f- fl)' -+-7'] -+- log[(x — fl)' 4-:r'] = consl. = logC*, 

Cette équation exprime que le produit des distances 
du mobile aux deux centres d'attraction est constant. P^ 
coBséquent, si le mouvement uniforme est possiUe, la 
trajectoire sera une lemniscate. 

QMHd on fait C s= a, réqiubtion précédente représente 
QMt lemniscate de Jacques BemouUi. On peut vérifier 
que le mobile décrira réellement cette courbe d'un mou- 
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▼eiBtiili «nôforme sons Tactioii des denv centres» s^il est 
laacé suivant la taDgente avec une vitesse égale à 2 i/^ • 

4. Un point matériel est attiré par un centre çui sia 
meut en Ugne droite avec une vitesse uniforme^ et dont 
le pouifoir attractif est proportionnel à la distance } la 
^vitesse initiale du point matériel est dirigée dans um 
même plan avec la droite que parcourt le centre d^attrac^ 
tion. Déterminer la position du point matériel à une 
époque quelconque. 

Prenons pour origine la position initiale du centre 
d*attraction. 

Soient a et |3 les projections de la vitesse du centre sur 
les axes des x et des y^ aelb les coordonnées initiales du 
point matériel, p sa vitesse initiale suivant Taxe des Xy 
q sa vitesse initiale suivant l'axe desj^, et fx Tattraction a 
Tunité de distance. 

A Tépoque t les coordonnées du centre d'attraction se- 
ront a £ et (3t; par conséquent, si Ton représente par X 
et y les coordonnées du point matériel à la même époque, 
on aura 

_ = f*(ar-x), 

La première équation peut s'écrire 

dHx-^at) , . 

—^. .'-+-fA(x-<x/) = o. 

Sous cette forme on voit tout de suite que l'intégrale est 

x = Acos{t^) -»-Bsm(/^) -+- ar. 
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On dëtermine les consumes A et 6 par la condidon que 
pour f = o on ait 



il vient 
d^où 



A = a et B = ^^=r^, 

X = « cos (/ ^) -f- ^-^^ sin (/ V^) H- af. 



On trouvera de la même manière 

^= Jco8(rV?) -^- ^^^sîn(/v^) -f- pf. 

5. Un point matériel décrit une parabole sous l'action 
de deux forces : l'une, parallèle à F axe, est inconnue ^ 
l'autre, dirigée suivant la perpendiculaire abaissée sur 
l'axe, est proportionnelle à la longueur de cette per* 
pendiculaire. On donne la vitesse du mobile au sommet 
de la parabole, et Von demande de déterminer la force 
inconnue, ainsi que la position du mobile à une époque 
quelconque. 

Soient P la vitesse du mobile au sommet de la courbe, 
[k la force perpendiculaire i Taxe pour Tunité de dis* 
tance, X la force cbercbée, et jr* s^zapx Tëquation de la 
parabole. 

Les équations du mouvement sont 

d'y 
Si Ton multiplie celte dernière équation par a ^ et que 
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l*on intègre, il vient 

D'un autre côté, l'équation de la parabole noua donne 

dO "^^ di^ '^^'dF^ 
et si Ton remplace les dérivées secondes par leurs valeurs^ 

Cette équation, jointe à l'équation (A), nous fait con- 
'^ naître la valeur de la force X, 

p p 

Résolvons la seconde partie du problème. 
L'éqoation (A) peut s'écrire 



Prenons pour origine du temps l'instant où le mobile 
passe au sommet de la courbe, et intégrons ; il vient 

* = -7:arc8Înî'-T^» 



r = -7=8m 
Vf 
et, par conséquent, 
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Ces Yalean nous montrent que le mobile otciHe 4c 
part et d'autre du sommet sur Tare dont les extrémités 

AS 

répondent a Tabscisse -^—9 la durée d'une oscillation 

étant — • 

Vf* 

6. Une petite bille d'une élasticité connue est lancée 
au-dessus d*un plan horizontal, dans une direction 
connue et a^ec une vàesse donnée. Déterminer les points 
où la bille vieadra frapppr te plan après ses bonds sut* 
cessifs, la vitesse et la direction de la bille à V instant de 
ces chocs et les époques auxquelles ils auront lieu. On 
supposera que la bille est lancée d*un point pris sur le 
plan horizontal. 

Soient: 

e Télasticitéde la bille ^ 

Uo la vitesse initiale; 

ii„ la vitesse qui auin^ le mobile immédiatement avant 
le /i'*"*' choc j 

«0 l'angle que la direction de la vitesse initiale fait avec 
l'horizon ; 

0r„ Tangle sous lequel la bille vient frapper le plan ho- 
rizonul au »'*"•• choc 5 

tn le temps qui s'écoule eatre Tinstant du départ et le 
»**«• choc 5 

/„ la distance qui sépare la position initiale et le pomt 
où le /i**'"* choc a lieu. 

La théorie du choc des corps nous donne 

«« cosa, = «„_, cosa«.t> 
«M sin a„ = tftti,., sin a,.!. 

Si l'on applique ces éq;uations aux chocs suceessi&i on 
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tire de la première 

(l) ««COSa. =: «iCOSKi = OtCOSOt» 

et de la seconde 

(2} if« sin «H = 0^* fi| sin ai = 0"-* u* sin a« ; 

par conséquent, 

Jl 
II. = ii,cosa«[i -f- tf'(»-0 taDg'a«]'. 

Ces dernières formules nons donnent la direction et la 
▼hesse de la bille à Pinstant du n'*"* choc \ «lies nous per- 
mettent de déterminer toutes les circonstances du mou- 
rement sur chacun des arcs paraboliques. 

D'après les propriétés bien connues du mouvement des 
projectiles dans le vide, nous avons 

g 

La première de ces équations peut s'écrire, en vertu des 
relations (2), 

(3) U — t^x = -ii.$inattf^»; 

on en conclut 

S 
2ir9sina« i — «■ 

Telle est Fépoque du n**"" choc. 

La seconde des équations considérées, eu égard aux 
relations (2) et (3), peut se mettre sous la forme 

2 , . ii'sin2a« _ . 

/, — /^, = - if^cosocsmoctf^' = -= «"-• j 

éT g 
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on ea tire 

/„ = 

g i — e 

C'est la distance du point de départ au point du it''** choc. 
BonDom, Memorie délia Soeietà lialiana^ t. XVIIy 
part. J, p. igi ; 1816. 

7. Un point matériel est attiré vers deux axes rec^ 
tangulaires OX, OY par des forces inversement propor^ 
tionnelles aux cubes de ses dis lances à ces axes. Déter» 
miner sa trajectoire. 

Nous supposerons que le mobile est primitivement 
placé dans le plan des deux droites OX, OY sans vitesse 
initiale, et nous prendrons ces droites pour axes coor* 
donnés. 

Soient a, b les coordonnées initiales du mobile, et 
m^, n^ les attractions des axes OX, OY à Tunité de dis* 
tance. 

Les équations du mouvement sont 



, . dKr m* dW 
(') di^= ^' di' = 




elles ont pour intégrales premières 





dx* m* djr* «* 

"TT ^^ "7 "^ A, -7-7 = — - + B, 

di^ X* dt* y ' 

A et B représentant deux constantes arbitraires. 

Si Ton détermine ces constantes par les données loi* 
tiales, il vient 



dx* 
dt^ 



^*(i^--i)' ^=''*(?-ïî)' 
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OU 

In tarons une seconde fois, et nommons A', B^ des con- 
stantes arbitraires ; nous obtenons 



Or, lorsque £ = o, on a 

par conséquent, les constantes sont nulles, et les inté- 
grales peuvent s'écrire 

Ces expressions de j: et de j* deviennent imaginaires 

lorsque t atteint les valeurs — » —> elles ne peuvent donc 

convenir après les époques marquées par ces valeurs. 
Occupons-nous d'abord de la variable x. Pour avoir son 

expression après Tépoque f =r— , il nous faut revenir 

â l'équation primitive (i), et l'intégrer en déterminant 
les constantes par les circonstances qui se présentent 

a i époque f = — • 

Puisque le temps n'entre pas dans la valeur de — que 

Ton obtient par une première Intégration, on arrivera 
encore à l'équation (a)^ 



w 



rp Vu» — X» = — r -h A'. 
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Si Ton y pose t = — eix = Oj ce qai est la valeur de x 

correspondante à cette époque, on trouve 

A' = — aqiû, 

et comme t doit augmenter lorsque la valeur numérique 
du radical diminue, il faut prendre A' = — 2a ; en sorte 
que Ton a 

ip a ^fl' — x^ = m*t — 2fl'. 

Le radical a le signe inférieur lorsque le mobile s^approche 
de Taxe des jr-^ il a le signe supérieur lorsqu'il s*en écarte. 
Élevant au carré, il vient 

Cette valeur de jr devient imaginaire lorsque t atteibtla 

valeur —T-- 
m* 

On verra de même qu'à partir de cette époque jusqu'à 
Tépoque t = — ;-» la formule qui représente le mouvement 

est 

fl» (a* — X») = (OT»r — 4fl»)», 

et ainsi de suite. 

n résulte de cette discussion que la projection du mo- 
bile sur l'axe des x exécute de part et d'autre de Torigine 

des oscillations dont la durée commune est — t-> et Tarn- 

m* 

plitude 2a. Généralement la valeur de x en fonction deX 

pour la p'^"' oscillation est donnée par la formule 

û»(fl» — x») = [mV— 2(/?— i)tf*p. 
Ou trouvera de la même manière que la projection du 
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mobile sur Taxe desjr exécute de part et d'autre de l'on* 

gine des oscillations dont la durée commune est — ^ » ^^ 

Tamplitude nb. La valeur de jr en fonction de t pour la 
çième oscillation est donnée par la formule 

i,i (ô» —y^) — [nU —2(7—0 i*f . 

Si Ton élimine t entre ces deux dernières équations, 
il vient 

an^l^a^^x' 4- a(/i — i)a] "- bm^ [^6»— j^» -*- 2(7 — i) *] • 

Cette équation représente la courbe sur laquelle se meut 
le mobile à l'époque t^ pourvu qu^on y remplace p par lé 
nombre entier immédiatement supérieur à 

ml 

m' !«' i -ha* 

— ::zz ~ — % 



et g par le nombre entier immédiatement supérieur à 

^'^/i» nU -h b* 
2b^ là' 



On pourra construire les courbes qui correspondent 
aux diverses valeurs simultanées de;? et de ^; lesinter* 
sections de ces courbes détermineront la partie de chacune 
d'elles qui est parcourue par le mobile. 

On voit par ce problème que, dans certaines questions 
de dynamique qui admettent toujours une solution réelle, 
les intégrales des équations du mouvement peuvent néan- 
moins présenter des quantités imaginaires qui s'intro- 
duisent lorsque le temps dépasse une certaine valeur. Cela 
!• 3e cdit. ao 
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montre que le mouvcmeni ne peut être représenté à toute 
époque par les mêmes formules. Alors, pour obtenir les 
formules réelles qu^il faut substituer aux premières^ 
lorsque celles-ci deviennent imaginaires^ il suffit d^inté- 
grer de nouveau les équations primitives en déterminant 
les constantes par les circonstances qui ont lieu à rin^ 
stant oii les premières formules cessent détre réelles. 

8. Un projectile est lancé sous une inclinaison con^ 
nue a, avec une ^vitesse telle, que sa trajectoire passe en 
un point donné A . On sait que la droite qui joint le 
point de départ au point A fait avec Vhorizon un angle 
(3j et que le corps parcourrait cette droite en n se- 
condes s*il se mouvait uniformément avec la vitesse im- 
tiale. Déterminer ^instant auquel le projectile attein- 
dra le point A. 

Le temps qui s'écoule entre Finstant du départ et l'in- 
stant cherché, exprimé en secondes, est égal a n — -> 
'^ ° cos« 

9. jiu même instant on lance deux projectiles dans 
un même plan vertical^ avec des vitesses v et v\ sous 
des inclinaisons a et a\ Outre le point de départ, il est 
un second point commun à leurs trajectoires^ les deux 
mobiles V atteindront à des époques différentes. On de- 
mande l'intervalle T qui sépare ces deux époques. 

Si Ton suppose a ^ «', on obtient 

^ 2 pv' s\n(a — a') 
^j'cosa-t- p' cosa' 

f 0* Déterminer le temps T qu'un projectile emploie à 
parcourir un arc donné de sa trajectoire parabolique, en 
fonction des vitesses v et v' aux extrémités de cet arc^ 
de la vitesse Vt au sommet de la parabole, et de Van- 
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gle /3 que font entre elles les tangentes aux extrémités 
de rare. 

On trouve 

H . Un point matériel décrit une ellipse sous Faction 
d^unc force perpendiculaire au grand axe. Trouver la 
force qui le sollicite en un point quelconque de sa tra- 
jectoire. 

Soient 

Féquation de Tellipse, Y la force* cherchée parallèle à 
Taxe àesjf^ |3 la vitesse constante du mobile suivant Taxe 
desx. 
On trouve 

Si l'ellipse se réduit à un eercle de rayon a, la force 
devient 

Newtow, Principia^ lib. I, prop. 8. 

RicGATi, Comment. £onon., t. IV^ p. i49» ^l^l» 

12. Un point matériel décrit une cjrcloîdesoiis l'ac" 
ti'on d^ une force parallèle à la base. Déterminer la 
force qui le sollicite en un point quelconque de sa tra^ 
jectoire. 

Soient 

x = a(i — cos9), 

^z=a(0-l-sinô) 
les équations de la cycloïde, Y la force cherchée parallèle 

20. 
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à Taxe des y^ |3 la vitesse constante du mobile suivant 
Taxe des x. 
On trouve 

Y -P . 

a(2SuiO — 8in2i6) 

1 3. Un point matériel est lancé asfec une vitesse con' 
nue parallèlement à une droite fixe, vers laquelle il est 
constamment attiré par une force proportionnelle à la 
distance. Déterminer la position du mobile à une époque 
quelconque^ et troui^er V équation de sa trajectoire. 

Soient b la distance initiale du mobile k la droite, |3 la 
vitesse imprimée, p' Tattraction à Tunité de distance. 
Prenons pour axe des x la droite donnée et pour axe 
desj^ la perpendiculaire qui passe par la position initiale 
du mobile. 

Nous trouvons 

a: p^ > :raoo$(fi/}, 
d*0Ù 

RiGCATi, Comment, Bonon.^ t. IV, p. i55; 1757. 

14. I^es données restent les mêmes que dans le ptx)^ 
blême précédent, si ce n*est que la force d* attraction 
varie en raison inverse du carré de la distance. Trouver 
V équation de la trajectoiœ. 

On trouve 

Ricc4Tiy Comment, Bonon., t. IV« p. i5g. 

15. Un point matériel est lancé dans la direction OX 
avec une vitesse donnée |3 \ ce mobile est attiré par une 
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force proportion9ielIe à la distance vers im centre d^ac^ 
tion qui se meut uniformément dans la direction per» 
pendicuiaire OY. Déterminer ta position du mobile 
quand son mouvement devient parallèle à OY. 

Soient a la distance initiale du centre d^action à Tori- 
gine O, ^' la vitesse uniforme de ce centre, fx* Tattraction 
A Tuni-té de distance, et x\jr' les coordonnées de la posi- 
tion cherchée du point matériel par rapport aux axes 
OX, OY. 

On trouve 

16, Un point matériel priniitii^ement en repos est 
abandonné à Faction de deux forces: l'une est con- 
stante en grandeur et en direction. Vautre est une 
force répulsive émanée d^un centre fixe et proportion'- 
nelle à la distance. Déterminer la position du mobile à 
une époque quelconque^ et trouver V équation de sa tra'- 
jectoire. 

Prenons le centre de répulsion pour origine des coor- 
données, et disposons les axes de manière que chacun 
d'eux fasse un angle de 4^ degrés avec la direction de la 
force constante. 

Soient x = a, y=^b les coordonnées de la position 
initiale du mobile, p* la force répulsive à l'unité de dis* 
tance et /la force constante* 

Si Ton pose -^^ =s m, il vient 

ar-4-iit_g^*-4-c"-^* _,r-4- m 



équations qui résolvent complètement le problème. 
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17, Une petite Ulle d'élatUciié donnée, lancée dmu 

Fiff* 47* une direeîien connmt 

au-dessus d*un plan 
incliné qui passe au 
point de départ, par^ 
court ce plan en bon-- 
dissant. Déterminer les 
angles d* incidence et de réflexion aux différents chocs. 

Soient e Télasticité de la bille, i rinclinaison du plan, 
«0 Fangle que la direction du mouvement initial fait avec 
le plan, «„ et |3„ les angles de réflexion et d'incidence au 
^ièm0 ^^Q^ comptés à partir du plan. 

On trouve 

tanga«=ffUng6« = i — - — '- , ^ . 

BoBDom, Memorfe delta Socictà ItoUana^ t. XVII, 
part. I, p. igt; i8t6. 

18. Les données sont les mêmes que dans le problème 
précédent. On demande de trousser la relation qui existe 
entre V élasticité de la bille et les portées de trois bonds 
iuceessifs mesurées sur le plan, et de déterminer la dis^ 
tance de la bille à son point de départ lorsqu'elle eom^ 
mence à glisser en cessant de bondir. 

Conservons les notations du problème précédent| et 
nommons i^o 1& vitesse Initiale, Bi, Bt, etc., 'Rn, ^,^.19 
Rji+fl ) etc., les portées des arcs successifs, et S la distance 
de la bille à son point de départ lorsqu'elle commence à 
glisser; ces disunces Rg, Rt, etc., et S seront positives en 
remontant le plan et négatives en descendant. 

On trouve la relation 

R^,_ (tf ^- ir') R^, ^- i?»R. = o; 

d'où Ton voit que les portées des arcs successifs seront ks 
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coefficients des pnissaboes snooeMiires de Fiadélerminée z 
dans le développement de la fraction 

suivant les puissances ascendantes de z. Il suit de U, en 
faisant 2 = 1, 

R.(i~- g -<?»)-»■&, 

_ ay^sing^ j cos»tCOs/ __ sjoy^sin/ T 
"" g:cos»i L " — ^ (•'~^)'j' 

et si l'on pose (s ~ e) eoti « cet ^, 

^ %v\ sinff»sin6oos(ao + B) 
f sinicos'p 

i9. Un ptojectUe décrit une parabole. Le lieu de Vin- 
tersection de deux tangentes à la trajectoire, aux points 
où les vitesses ont un produit constant, est un cercle dé^ 
crit du foyer de la parabole comme centre. 

20. Plusieurs projectiles P sont lancés en même temps, 
du même point, aî^c une même vitesse f^^ et dans des 
directions différentes. Au même instant on laisse tom-- 
her librement du même point un corps pesant p. 

Démontrer que les projeetiles P se trouvent à chaque 
instant sui* une même sphère variable, qui a son centre 
au point p, et dont le rayon est i^oU 'e temps t étant 
compté depuis Vins tant du départ, 

SECTION IL 

FOaOES C£IITftl.LBS. 

Un point matériel est attiré vers un centre fixe par une 
force F constamment dirigée vers le centre et variable 
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avec la distance \ on prend pour origine le cenire d^attrae- 

Uon, et Ton nomme : 

x^ y les coordonnées du mobile; 
r sa distance au centre d^attraction ; 
6 Fangle que le rayon vecteur r fait avec Taxe des x\ 
P la perpendiculaire abaissée du centre sur la tangente 
au point de la courbe que le mobile occupe \ 
p le rayon de courbure ; 
u la vitesse; 

To et 1^0 deux valeurs simultanées des quantités retv] 
C une constante. 

Alors les équations générales « du mouvement sont 
celles-ci : 

On en tire les formules suivantes dont Tusage est trés- 
commode : 

(I) r^dB=zCdi, 

(H) Pp = C, 

(IV) ^-,\z=^%J\dr, 






dt^ di* 

?rfp c> 
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Si la forcé centrale, au lieu d'être attractive comme 
nous Tavons supposé, était répulsive, il faudrait dans 
toutes nos formules changer le signe de F, et dans la der- 
nière prendre négatif le rayon de courbure. 

L'équation (I) montre que Taire décrite par le rayon 
vecteur est proportionnelle au temps \ la constante C est 
le double de Taire décrite dans Tunité de temps. L'équa- 
tion (II) indique que la vitesse est inversement propor- 
tionnelle à la perpendiculaire abaissée du centre sur la 
tangente. Ces deux propositions, qui se déduisent immé- 
diatement Tune de Tautre, furent établies en premier lieu 
par Newton dans le livre des Principes (lib. I, prop. i). 
L'équation (lU J est une conséquence des deux premières. 
L'équation (IV) montre que Taccroissement du carré de 
la vitesse ne dépend que de Taccroissement de la distance 
au centre, quel que soit Tespace parcouru. Cette propo- 
sition est encore une découverte de Nev?ton (Principia, 
lib. I, prop. 4o). L'équation (Y) est due a M. Binet; elle 
fait connaître la trajectoire lorsqu'on donne la force, ou 
fait connaître la force lorsque la trajectoire est donnée. 
L'équation (VI) a été donnée presque en même temps par 
Clairaut (*) et par Euler {**) ; elle exprime que la force 
accélératrice dirigée suivant le rayon vecteur est égale à 
Texcès de la force centrifuge dans le mouvement, supposé 
circulaire, sur la force attractive. Cette équation se dé- 
duit aisément des formules précédentes; car, en tenant 
compte de la formule (I), on trouve 



rfÔ»" "^ "" C' ^ ' 



(*) Théorie àt lu Urne, p.' a; 1759. 

("*) Non Comment Petrop., p. i64; 1753-1753. 
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Portant cette Taleur dans la formulé (V), il vient 

équation identique à Tëquation (VI), en vertu de la for- 
mule (I). 

Au reste on comprend très-bien que, si le mouvement 
était circulaire, uniîbrmei et ^e la force F fut égale à It 
force centrifuge de ce mouvement, Taccâération suivant 
le rayon vecteur serait nulle. Donc, quand la force F t 
une autre valeur, Taccélération suivant le rayon ▼ecteor 
est égale et contraire à Texcës de la force F sor cette force 
centrifuge. 

La formule (VII) fut communiquée sans démonstration 
par Moivre à Jean BernouUi, en Tannée 1705^ oeloi-ei 
lui renvoya la preuve de la formule dans une lettre écrite 
de Bâle, le 16 février 1706 (^)» Voici comment on peut 
la démontrer. 

Nommons cp Tangle que le rayon vecteur fait avec k 
tangente à la trajectoire. On a 



j=:Fsinf (p. 393); 



or 



dr , ^ dr , ,, . 

psin^=rr — smf = P— (p. iS;). 

Substituant ces valeurs dans Féquation précédente, il 



(») Voir MoiTBB, MiteelL OMlyt,. llb. TUI, 6t itui Bbbmhui, Ùfn*^ 

1. 1, p. 477. 
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vient 

P» dr ""pP»' 

cé qai est Tëquation de Moivrc» 

Laplace a fait une application remarquable de ees for*- 
mules aux réfractions astronomiques, dans le Ii?re X de 
la Mécanique céleste. 

i . Un point matériel décrit une spirale logarithmique 
sous l'action d'une force constamment dirigée ^ers le 
pâle. Troux^er l'expression de la force et la vitesse du 
mobile en un point quelconque de la trofectoire. 

Soit 

alogr=r0 

Tëquation de la spirale. On sait que la tangente fait avec 

le rayon vecteur un angle constant (3, qui est donné par 

la formule 

taiigp=:tf. 

La perpendiculaire abaissée du pôle sur la tangente est 
dès lors la formule (VII) nous donne 



F = 



««r* 



Nous pourrons déterminer la constante C, ri nous con- 
naissons la vitesse v^ qui correspond à une valeur don- 
née r» du rayon vecteur. En effet, diaprés la formule (H), 
nous aurons 



c= "'''* 



yli- 
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d*OÙ 

La formule (II) nous donne encore la vitesse en on poiiH 
u|utlcon^e^ la trajectoire, 

C nu. 

Newton^ Prineipia^ lib. I, prop. 9. 

2. Un point matériel décrit une parabole sous Vin- 
fluenee d^un centre d^attraction placé au foyer de U 
courbe i lorsque le mobile est à une distance donnée du 
foyer, la force d'attraction rapportée à Vunité de dis- 
tance est subitement doublée. Déterminer la trajectoire 
que le mobile va décrire. 

Soit ^ le paramètre de la parabole. 
Dans la première partie du mouvement, on a, d*aprè» 
la nature de la parabole^ 



I 

F" 

et, si Pon différentie, 


7. 


P» rlr 


t. 


par conséquent (formule Vil), 


F- 




Oaas U .seconde partie du 


moave 


F = 
d'où 


aC 
OrfP 
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Celte équation a pour intégrale 



2 I 

— — —7- -I- const. 
pr a P» 

SI Ton désigne par a la valeur du rayon r à Tinstant où 
la force est doublée, et si Ton observe qu'à cet instant la 
perpendiculaire P est abaissée sur la tangente commune à 
la parabole et i la nouvelle trajectoire, on aura, pour 
déterminer la constante, 

21 

— := h const. ; 

pa pa 

en sorte que la nouvelle trajectoire sera représentée par 
Féqualion 

ai I 

pr 2 F' pa 

ou 

pa _ 2#i 

Cette équation est celle d'une ellipse dont le grand axe 
est aa, le petit axe v^2/;a, et dont Tun des foyers coïncide 
avec celui de la parabole. 

La dislance de ce foyer au point de contact des deux 
«!Ourbes est égale au demi-grand axe de Tellipse^ par con- 
séquent, la parabole touche Tellipse au sommet de son 
petit axe, et la tangente commune est parallèle au grand 
axe. Cette tangente commune, considérée comme appar- 
tenant à la parabole, fait avec Taxe de cette courbe un 
angle dont le sinus est 

2fl' 

il s'ensuit que Tinclinaison du grand axe de l'ellipse sur 
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Taxe de la parabole est 

' P 



arcsin _. 



3. Un point maténel, soumis à P attraction d^un centre 
fixcj se meut avec une vitesse inversement pnoportion- 
nelle à la n**"" puissance de sa distance au centre. Trou- 
uer la loi de V attraction et réguation de la trajectoire. 

Soit 

Texpression de la vitesse. 
La formule (IV) nous donne 

si Ton diiTérentie, il vient 

Telle est la force d^attraction. 

Pour obtenir Téquation de la trajectoire, nous nous 
servirons de la formule (III). Elle nous donne 



f^--[m-h]' 











-)'_ 


-^ 


I 

— » 
r 




intégrale i 


est 


— t)rfO=:- 




rfr— » 




V 




— r»- 


^f 



Çh — i)0 = arccos h const.. 
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ou, supposant que soit nul lorsque r =3 a, 

(« — i) ô 1= arc co$ ( - r*^* j — arccos [ - <i"~* ) • 

Dans le cas particulier où /i = i, Féquation de la tra- 
jectoire devient 

Lorsque /i = -9 la trajectoire est une section conique. 

RiccATi, Comment» Bonon,^ t. IV, p. i84» 

4. Une petite bille j attachée à r extrémité d'un fil 
très-délié et légèrement extensible^ repose sur un plan 
horizontal et parfaitement uni^ le fil est tendu dans sa 
longueur naturelle, et sa seconde extrémité est fixée sur 
le plan. Le système étant dans cet état, on imprime à la 
bille une vitesse connue, et dirigée dans le plan hori" 
zontal suivant la perpendiculaire à la direction du fil. 
Déterminer Vallongement du fil à une époque queU 
conque du mouvement, et trouver V équation de la 
courbe décrite par la bille. 

Soient : 

m la masse de la bille.; 

a la longueur naturelle du fil ; 

1^0 la vitesse initiale ; 

r = a + X la longueur du fil & Tépoque t\ 

Tangle décrit par le fil ; 

p la tension nécessaire pour faire acquérir au fil la 
longueur a + P* 

Puisque la tension est proportionnelle à rallongement, 
Peicpression générale de cette force sera^- 'Substituons 
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cçtte valeur dans la formule (VI) ; il vient 
</>r_ //O» px 

et si Ton a égard à la formule (I), 
//VC px 

D'ailleurs^ en vertu de la formule (II), 

«p. — C; 
par conséquent, 



d'où 





d^r 
de 


_a^.\ 


px 




r> 


mp' 




d^x 

di^ " 


iiv; 


/^' 




■(m-x)» 


«,p 


rfx» 


""""{ 


flVj 


Z'^' , 


dO 


«-♦-.«)» 


«,p ' 



const. 



La constante se détermine par la condition que — soit 

nul à l'origine du mouvement ; on trouve qu'elle est 

égale à v\n 

D'après la nature du fil, xet P sont des quantités fort 

petites et du même ordre de grandeur; nous pourrons 

donc sans erreur sensible réduire la valeur précédente 

da^ 
de — à sa partie principale, qui est du premier degré 

par rapport à x et p. Alors il vient 

/»% dx^ , ,/ 9.x \ pai? 

A=i/il '^ 



/ 



''"P'I*-*. 



pa 



;= i/ — ^arccosl i Ar-î*V 
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Noas n'ajoatODs pas de constante, car x et £ sont nuls à 
l'origine du mouvement. 
Ainsi nous obtenons 



'M'-Wif)} 



On voit par cette valeur que le fil reviendra périodique- 
ment a sa longueur naturelle, après des intervalles de 
temps dont la durée est 



\/ 



P 



Cherchons maintenant Téquation de la courbe décrite. 
La formule (I) nous permet de substituer dO à dtdaLVi 
l'équation (A). 11 vient 






ou, dans notre degré d^approximalion, 






L «P^'i J 



V pu' L '^^< J 



m6 
pa 



f^[— OV^')]- 



Telle est Téquation de la trajectoire. 
Cette courbe est formée d^ondulations égales et disposées 
I. a« ÉWT. ai 
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en cercla ^ chaque ondulation sous-cend un ang^e aneenln 

Jacques Bernoulli a commis une erreur dans la solu- 
tion de ce problème. Il part de Téquation 

il^r pj px 

dans laquelle p désigne le rayon de courbure de la trajeo* 

toire 5 or, entre — et — p qui est le terme correspondant 

de Téquation rigoureuse, là dîfîérence est du même ordre 
quex; par conséquent cette équation n*a pu lui donner 
une valeur exacte de l'inconnue x. 

Jacques Bernoulli, No»a Acta Acad. Petrop.^ 
1783, p. 21 3. 

5, Un point matériel se meut sous V action d^ une force 
dirigée vers un centre fixe et fonction de la distance; la 
trajectoire qu^il décrit est de telle nature, que l'un des 
rayons vecteurs maxima -est à très - peu près égal au 
rayon vecteur minimum qui le suit. Déterminer la limite 
de r angle compris entre ces deux rayons vecteurs lors* 
quils deviennent égaux. 

Posons dans la formule (V) 



I 

r 



et 



Jwr^dz^^iz); 



alors cette formule devient 
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Ittt^groiu, el nommons a uneconsfante; il Tient 



(^)'=''-^è »(')-*'' 



dz 
dBz= 



\/«-f-J?W~^* 



Les rayons vecteurs maxima ou minima sont les in- 
verses des racines de l'équation 



^-»-ô5 *(*)"" *'~°* 



Soient «, |3 les deux racines positives qui correspon- 
dent auic deux rayons considérés, et V la limite de l'angle 
compris «ntre ces deui rayons lorsque ^ devient égal à a. 

Cet angle Y est la limite de Tiatégrale 



dz 





J 


1^: 


+è'W-»' 


D'après les deux relations 






a 


?(«)=« 


'. «+J.?(P)=P'' 


nous avons 








2 


_ r- 


-a' 


.',{P)-P'y(«) 


a 


~fm 


-?l-j' 


T(PJ-?(«) 


n s'ensuit 


»i« 






V— lîtn. 1 


*VT(|»)-f(») 



Pour déterminer la limite de cette int^rale, nous 

51U 
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substituerons è la variable z une nonvdle variable u dé* 
finie par la relation 

a -4- P«» 



z-=. ' 



Alors, si Ton pose 
u, _. (P-«)'[T(P)-y(«)] 






on trouTC 



Lorsque l'on fait ^ = a, U* prend la forme - ; ma» en 

prenant le rapport des dérivées troisièmes du numérateur 
cl du dénominateur, on trouve que la véritable valear 
pour |3 =: a est 

«' ?'(«)-»/(«)' 
en sorte que 

y_,r fH f p rf« r y7«) •]' 

U' («)-«?«{.)] Jo H-«'~'^U'{«)-«f'{«)J 

Dans le cas où la force est proportionnelle à la n'*^ puis- 
sance de la distance , 

v = - 



Celte dernière formule a été donnée par Newton, dans le 
livre des Principes (liv. I, sect. ix, prop. 43). On voit 
que dans ce cas la limite V est indépendante de a. D'ail- 
leurs il est aisé de reconnaître que le cas d*uue force 
proportionnelle à une puissance de la dislance est le seul 
où Tangle V soit indépendant du rayon vecteur. 
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En efièt, rëquation* 

7 («) — «? (a) 

a pour int^rale 

B étant une constante arbitraire, et alors 

la force est proportionnelle à une puissance de la distance. 

Les planètes décrivent autour du Soleil des orbites à 
peu près circulaires, dont les périhélies sont sensiblement 
immobiles, et situés à 180 degrés des aphélies; si donc 
on admet que les planètes sont attirées vers le Soleil par 
une force proportionnelle à une puissance de la distance, 
il faut que le degré de cette puissance soit exactement — 3. 
En effet, lorsque n = — 2, on aV = 7r; et lors même 
que n différerait très*peu de — a, Y serait assez différent 
de ff pour qu'il en résulte un mouvement considérable 
dans les périhélies. 

Si Ton avait^ par exemple , n = — a,oi , il en résul- 
terait 



^I — 0,01 

le périhélie se déplacerait de 54 minutes a chaque révo- 
lution, tandis que les mouvements observés ne sont que de 
quelques secondes. Ceci confirme la loi de Newton. 

Plaka, Note sur1a proposition 45 du P** livi*e 
des Principes, 

6. Une comète décrit autour du Soleil une orbite pa- 
rabolique dont les éléments sont inconnus. Cet astre a 
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été observé en deux points dont on connaU les dUiances 
au Soleil^ ainsi que la distance mutuelle. Trouver une 
relation entre lé temps qui sépare les deux observations 
et les autres quantités connues. 

Nous pouvons n^liger la très-petite quantité qui ex- 
prime le rapport de la masse de la comète à celle du Soleil. 
Il en résulte que Taire décrite par le rayon vecteur dans 
l'unité de temps est égale au produit de la racine carrée 
du paramètre de l'orbite par une quantité connue, qai 
est la même pour tous les corps considérés. 

Soient 

,.=. f^. 

acos' - 9 

2 

Féquation de Torbite, r, r' et 6, 0' les coordonnées des 
deux positions observées, c la distance de ces deux posi- 
tions, t Tépoque de la première observation comptée i 
partir de l'instant où Tangle 9 est nul , T le temps qui 
sépare les deux observations , et A ^ le double de Taire 
décrite dana Tunité de temps {*). 

{*) Dans le calcul des orbites des corps qui font partie de notre système 
planétaire, on prend ordinairement pour unité de disunce le demi-srand 
me de l'orbite terrestre et pour vnité de temps le jour solaire moyen* 
Alors, si Ton nomme T la durée d'une révolution sidérale de la Terre, « Is 
masse de la Terre et M celle du Soleil, la constante k est égale à 



Or 

Ts36SI»,95637, 

•t U Taleur du rapport — i la plus probable aujourd'hui, est 

ni 

ï = 3597^4 J 

fêx conaéqueDt on a 

A = 0,01790210. 



La formule ( I ) nous donne 



Posons 



tang - ô =r e, lang - ô' = e', 



et admettons que 6^ soit plus grand que 6. II vient 

=^(e'-e)ri-f-e^eH-i(e'--e)'j. 
Posons encore 

alors 

T=^(e'-e)[.>+^le'-»)-] 

=#|["-î<»'-)]'-[-ît*-)]' 

D*an autre c6té, si Ton projette la distance des deux 
positions observées sur Taxe de la parabole et sur une 
perpendiculaire, on obtient 

c»=:(r' cosO'— rcosO)»-f- (r'sinO'— rsinO)** 
Cette relation, jointe aux valeurs 

C0S9 = ;» Smô=: -; » 

i-4-e» i-f-e' 
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nous donne 

C:=:p[B' — e)u, 
/4-r'r:.:/ip-|-i(e'~e)0, 

r-hr'-+-c:_/? r, -h-(e' — e)j » 



De la il suit 



J_[(;.^.,'^_,)T:p(;.^^._e)^]. 



'^6 

Telle est la relation cherchée. 

Le double signe provient de la quantité v? (6' — 6) 

qui peut être positive ou négative; cette quantité a le 
même signe que 

cos i (9' - ô) 

r; - y (e' — 0)» ~ I -h e'e — — -, 

4 II 

^ cos-Ôcos-O' 

2 2 

par conséquent, dans la valeur de T, on prendra le signe 
— lorsque ff — 6 <^ r, et l'on prendra le signe -f- lorsque 
6' — e>7r. 

La formule que nous venons de trouver consdtue un 
théorème de la plus haute importance pour la détermi- 
nation des orbites paraboliques des comètes. Il est connu 
sous le nom de théorime de Lambert^ bien qu'Euler fait 
établi le premier, dans le septième volume des Mi^cella" 
nea Berolinensîa (174^)* La démonstration que nous 
avons donnée est de M. Gaoss ( Tfieoria motûs corponun 
cœlcstium). 



7. Proposons^nous le même problème pourMne oriùm 
elliptique, ou hyperbolique dont on^ ne connaît qu'un 
seul élément, le grand axe. 

Soil 

i + <rcos9 

réqaalion de l'orbite, dans laquelle a sera positif pour 
l'ellipse et n^aiif pour riiyperbole; conservons pour le 
reste la notation du problème précédent. 
On montre dans tous les Traités de Mécanique que, si 



Ton pose 




(•) 


r a(i — tfcostt), 


on a 






/ — —( II — esin«), 



A: étant la même constante que dans le problème précé- 
dent quand on néglige le rapport de la masse du corps a 
celle du Soleil. Admettons que les quantités r, u, 0, t se 
rapportent à la première observation^ les quantités ana- 
logues r'j u'j 6'j t' à la seconde observation, et posons 

t'- t-zT. 
Si nous observons que 

sidii' — sina i= ^isiïipcosPi, 
nous trouvons d'abord 

(a) T = îf-[p-ecosp,$in|J]. 

Noos allons nous procurer deux autres équations entre 
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les qoftiilités connues et les deux inconnues ^ et e cos^t ; 
alors il nous suffira d'éliminer ces inconnues pour etnenir 
la relation cherchée. 
La formule 

cosit' -f-cosii :=aoospcosPiy 
jointe à Téquation (i), nous donne 

(3) r-4-r' = 2«(i — ^cosPiCOSp). 
D'un autre côté, 

c« = f^ -4- r" — :irr' cos(e' — 0) ; 

or Téquation de l'orbite nous donne, en ayant égard à la 
formule (i), 

cos» — e . ^ aJi — ^sin« 
cosO = a » sinô = — î : 

r r 

par conséquent, 

C» =:4I>(| — . tf cos«)« H- ««{l— tfCOSir')» 

— 2fl»(<?— costt)(tf — cosa') — ia*(i--«*)8ÎnBSÎn«' 
= ^a*(i — €») (i — sîn II sîno') -h «i»^(cos»« -t- cos'a') 

— 2a*cosu cosu' 

= 2«'(i— tf*) (i — sinssinic' — cosiicostt') 

-h a*è* (cosw — cos«')* 
= 211» (i — e*) (a — 2cos*p) -h fl'tf* (asin^ siopi)', 

(4) c> = 4 a» sin>p (i — «» cos»^). 

Il s'agit maintenant d'éliminer nos deux inconnues 
entre les trois relations (a), (3) et (4)» 
La seconde de ces relations nous donne 

2tf — (r-f-r') 
^cosS. = i — j— ^î 
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d'où 

Soient 

» = ^ ^, z, = i :' . 

Nous aurons 

(«, - «)» = 1^ = 4 lang^p Tcos»? - 2 ^*. -+• »)M ; 

remplaçant 

tang'fi par ^j 

® *^ '^ l-f-COS2p 

,^ i-4-cosaB 
cos'p par i-f 

et résolvant Téquation par rapport à cos 3|3> il vient . 

cosap=:2».-*-v'(i— z'){i — «;), 
2 p = arc cosz — arc cosst , 

et, d'après la formule bien connue 

I - . siiio — sîn<7 

iKÙS-^lp — ^1 = — ^ ' 9 

^2^^ " C09/7+C0S9 

^ sin(arccoss) — sinfarccoszi) 
tta,gp= __ 

Substituons cette expression dans la dernière valeur 
deT; il vient 
». 

(5) T=: — [arccosz— arccosst — sin(arccoss)H-sin(arccosSi)]. 

CTest la relation chercbëe. 
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Dans le cas de l'hyperbole, z et Zi sont plas grands qne 
Fanité, en aorte que notre formule se trouve opmpliqttée 
d'imaginaires ^ pour les faire disparaître il fautremplaœr 
arecosB et arccos^i par leurs expressions logarithmi- 
ques, 

arc coss == log {z -+- v^*» — i), 

V— I 

arccoszi =-;=r1og(s, -h ^z\ — l), 

et mettre en évidence le signe de a. 
On trouve ainsi 

T--^yU«"-«q=V^«r=^-log{z-hv/"?^^)±log(e,^ 

On n'aflecte d'un double signe que les seuls termes en Zi , 
car T doit être positif, et z est plus grand que Zf Les 
signes supérieurs répondent à 6' — ^ <C ^) 1^^ signes infé- 
rieurs à 9' — e > TT, En effet, pour fl' — fl = o, T doit 
Être nul et z = «i *, donc, dans ce cas, ce sont les signes 
supérieurs qu'il fant prendre. De plus, T étant une fonc- 
tion continue de 6* — 9, les signes des termes en Zi ne 
peuvent changer qu'autant que ces termes s'annulent, lis 
s'annulent pour fl' — 6 = tt , et quand 6' — S vient à sur- 
passer ir, les signes doivent changer, car T doit augmenter. 
Ces formules étant indépendantes de l'excentricité, 
elles subsistent encore lorsque l'excentricité est nulle, 
c'est-à-dire lorsque l'ellipse se réduit à une portion de 
droite limitée aux deux foyers, et Thyperbole à deux 
demi-droites terminées aux foyers. Ainsi l'on peut dire 
qu'une planète, pour parcourirdans son orbite un arc dont 
la corde est c et dont les extrémités sont à des distances 
du Soleil égales a r et r', emploie un temps égal à celui 
qu'elle mettrait pour arriver directement vers le Soleil de 
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la distance à la distance j si elle 

était partie sans vitesse initiale d'une distance égale au 
grand aice de son orbite. 

Comme application, nous calculerons le temps çu*wi 
corps pesant emploie pour tomber sur la Terre d'une 
hauteur donnée, en tenant compte de la variation que 
la pesanteur éprouvée lorsque la distance au centre de la 
Terre diminue. 

Le foyer d'attraction est ici le centre de la Terre, le 
grand axe aa est la distance initiale du mobile au centre, 
et la corde c est la hauteur dont le corps est tombé pen- 
dant le temps T. 

On a donc 

rz=zaj r=zn^a — c, zz=: — i, «,:= ; 

a 

par suite (formule 5), si Ton suppose que le corps tombe 
sans vitesse initiale, 

^ a* [ c — a ^ liac — i:*! 

T = ^[.-.rcco»_- + y/-^;— J, 

Lambert a démontré le premier cette belle propriété du 
mouvement dans les sections coniques, que le temps né- 
cessaire à parcourir la distance qui sépare deux points 
donnés peut s^exprimer indépendamment deVexcen^ 
tricité (Insigniores orbitœ cometarum proprietates , 
Aug. Vind., 1761). 

Lavlace, Mécanique céleste^ liv.. II, chap. iv, 5 27. 

8. Lorsquun corps céleste passe d\me position déter- 
ntt'née à une autre position égçUement connue, le rap^ 
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port du secteur décrit par le rofron 'vecteur, au triangle 
formé par le Soleil et les deux positions données, peut 
s^exprimer indépendamment du paramètre de Vorhàe. 
Trouver Vexpression de ce rapport pour les trois espèces 
d^orbites possibles. 

Soient : 

r, r' les distances du Soleil aux deux points donnés; 
c la distance qui sépare ces deux points \ 
a le demi-grand axe de Torbite ; 
R le rapport cherché^ et 



!2tf 



Par des calculs presque semblables i ceux de la ques- 
tion précédente, on trouve, pour une orbite elliptique, 

arc cosz — arc cosz, — sin (arc cosz) -*- sin(arc cos»,)^ 

(i — 2)siD(arccoszij — (i — Z|) sin (arc cosz) ' 

pour une orbite hyperbolique, 

j^___ \^z» — iqi^^F^ — log(g-t-v/g^— ï)±log(z.-h\^zf— i) , 

pour une orbite parabolique, 

R=- 7 i" 

(r-4-r' + iî) (r-l-r'— c)' Zil(r-h r'- e) (r-h r'-hc)* 

Dans les deux dernières formules on discernera lés 
signes convenables par les règles données aux problèmes 
précédents. 

Gkukbat, Journal de Creile^ tB37, t. XIY, p. ai. 

9. Dé%felopper la plus grande équation du centre dans 
le mouvement elliptique^ suiwmt les puissances ascen- 
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dantes de VexcentricUé, et ^excentricité suivant les 
puissances ascendantes de la plus grande équation du 
centre» 

' On nomme équation du centre VaDgle que forme le 
rayon vecteur du mobile, avec un rayon qui tournerait 
d'un mouvement uniforme et passerait aux sommets de 
la courbe en même temps que le premier. 

Nommons n Fangle décrit dans Funité de temps par ce 
second rayon, et conservons pour le reste la notation du 
problème 7. 

A Tépoque t Fëquation du centre est ëgale à — nr ; 
son maximum^ que nous représenterons par E, corres- 
pond à la valeur du rayon r qui vérifie Téquation 

rf(G — 7lf) = 0. 

Or 



par suite, 

d(B — nt) z=z — - — -=== — fi?Ô. 

La valeur de r qui annule cette différentielle est 

c'est la moyenne proportionnelle entre les deux demi* 
axes. Les valeurs correspondantes de 9 et de u se déduisent 
des équations 

On trouve 



r = — ^t r = tf(i — tfcostt). 

1 +ecosO * 



COS0= i —y COSUZ=: i • 

e V 
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11 s*agit de substituer ces valeurs dans TëquatioD 

(i) E = — /If = — a-Hesin«, 

et de développer le résultat suivant les puissances de e. 
On a d'abord 

A 3 3 5 

série convergente, puisque e est inférieur i Tunité. 
Soit 

2 

Le développement qui précède donnera 

3 3 5 

sinx = — cosO = -Ttf-*-^-«f'H 3 r* -4- . . , . 

^ 32 ia8 

Si Ton développe par la formulede Maclaurin x = arc sinjr 
suivant les puissances ascendantes àej' = sinx, il vient 

I sîn'x 1 .3 sin^x 
a 3 2.4 

par conséquent, 

40 \ 1024 / 

d*où 

. . ^ ir «3 21 , 3400 . 

^ ' 2 2 4 1^ 4^9^ 

De même, on a 
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et, si Ton pose j = — r< -f- -> 



2 



4 32 , 128 



On tire de là 

/Q\ ^ * ir I 37 ^ 2363 . 

sin«=co87' = i— "^ H — t-— 7 — ... 
2 2.5.4 

Substituant les valeurs (2), (3), (4) dans ré(}uation (1), 
il vient • 

(5) E=2^H.iie»^-j21^4..... 

^ ' 48 5l20 

On voit que E change de signe avec e\ par suite e chan- 
gera de signe avec E, c'est-à-dire que le développement 
de e suivant les puissances de E ne contiendra que des 
puissances impaires. 

Posons donc 



£ 

e= — h a 
2 



œ"-(i)'-. 



a, bj c, etc., désignant des coefficients indéterminës. 
Sfibstituons cette valeur dana Féquation précëdentei et 

I. 3* ÉDIT. 22 
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égalons les coefficients des mêmes puissances de E dans 
les deux membres; il vient 

II , im Sgq 

40 16 5l20 

d^où 

II . 587 

gb 00720 

Ainsi nous avons 

2 90 \ 2/ 30720 \ 2/ 

Quand on pousse les dëveloppemenis jusqu'à la nen- 
vième puissance, on trouve 

„ II . 5aq . 17210 , 2o32363 . 

3.2« 5.2'» 7.2'* 9.2" 

^-5_-1Le>- 587 ^. 4o583 
"^ 2 3.2* 3.5. 2'« 5.7.9.2»» 



5.7.9.9.2» 

Les astronomes se servent de cette dernière formule 
pour corriger Texcenlricité par l'observation de la plus 
grande équation du centre. 

10. Tandà qu'une comète décrit une orbite parabo^ 
liquCfOn imagine un cercle variable qui passe constam» 
ment par le Soleil, la comète et le sommet de la para" 
hole. Démontrer que le centre du cercle se meut d'un 
mouvement uniforme. 

NswTON^ Principia, lîb. I, prop. 3o. 

11. Un point matériel décrit une lemniscate de Jae^ 
ques Bemoulli sous faction d'un centre de forces placé 
au point double de la trajectoire* Déterminer la loi de 
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la force et le temps employé à décrire une boucle de la 
lenmiscate. 

Soient : 

r* .= â* cosaO Tëquation de la trajecloire^ 
fi l^attraction à l'unitë de distance; 
F la force d'attraction à la distance r; 
C le double de Faire décrite par le rayon vecteur dans 
rnnité de temps, 

et T le temps employé à décrire une boucle. 

On trouve 



|i = 3fl^CS F = 



5 --vl- 



12. Un point matériel décrit une hyperbole équila^ 
thre sous V action d* une force dirigée vers le centre de 
la courbe. Trouver la loi de la force et déterminer la 
position du mobile à une époque donnée. 

Soient 



r' = 



COS29 



Téquation de Thyperbole rapportée a son centre; /i, F, C 
les mêmes quantités que dans le problème précédent, et t 
le temps compté à partir de Tinstant où le mobile est au 
sommet de l'hyperbole. 
Ou trouve 

d^où l'on voit que la force est répulsive. 

13. Un point matériel décrit une cissoïde de Diodes 
sous raetion d^une force dirigée "vers le soinmet de la 
€omrbe. Déterminer la' loi de cette force^ 

a2. 
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Si l'on représente la trajectoire par Téquation 



sîn'O 

rz=za , 

cosO 



on trouve que la force cherchée est une attraction propor- 
tionnelle à 

coséc* \/<?» -h r* 



14. Un point matériel décrit une circonférence sgus 
r action d^un centre de forces placé sur la courbe. Dé- 
terminer la force et la vitesse en un point (/uelconque 
de la trajectoire. 

Si l'on nomme r la distance du mobile au centre de 
forces, |x Tattraction à Puni lé de distance et F la force 
cherchée, on trouve 

r* 2r* 

Nkwton, PHncipia, lib. I, prop. 7. 

i 5. Plus généralement : Vn point matériel décrit une 
circonférence sous l'action d^un centre fixe situé dans 
Vintérieur du cercle, le rayon vecteur décrit des aires 
égales dans des temps égaux. Trouver Vexpression de 
la force. 

Si Ton nomme a le rayon du cercle, b la distance de la 
circonférence au centre d'attraction mesurée perpendica- 
lairement au diamètre qui passe à ce point, et C le double 
de Taire décrite dans Tunité de temps, on trouve 



16, Un point matériel^ sollicité par une force dirigée 
vers un centre fixe^ se meut ai^ec une vitesse inverse^ 
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ment proportionnelle à sa distance au centre. Véter» 
miner ia trajectoire. 

On trouve que la trajectoire est nue spirale logaritli- 
mique dont le centre des forces occupe le pôle. 

RiccATi, Comment. Bonon.y t. IV^ p. i84* 

17. Un point matériel est attiré "vers un centre fixe 
par une Jorce F telle, que, si Von représente par r la 
distance du point matériel au centre et par a, h deux 
constantes, on a 

^ = — r- -^ -1' 

r* r^ 

Déterminer la nature de la trajectoire, et examiner en 
particulier le cas oit le point matériel serait lancé d*une 

distance a, avec une vitesse égale à - ^, dans une di^ 

rection inclinée de 45 degrés sur lo rayon vecteur. 

Admettons que Fangle polaire soit nul en m^me temps 
que la distance au centre, et nommons C le double de 
Paire décrite par le rayon vecteur dans Tunité de temps. 

L^équation générale de la trajectoire est 



sm ~ — 



VC— A' 



dans le cas particulier que nous devons examiner^ cette 
courbe se réduit à la spirale d'Archimède 

18« Un point matériel décrit une circonférence sous 
l'action d^ une force attractive, inversement proportion^ 
f telle au can*é de la distance et dirigée vers le centre de 
il courbe^ lorsque le mobile est arrivé en un certain 
jjointde lat9'aJ€ictoire, l'attraction rapportée à P unité- 
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de distance croU subitement dans le rapport de m è 
V unité f lorsque le mobile repasse au m^nepomt, iW 
traction croit encore dans le même rapport. Déterminer 
la trajectoire que le mobile décrit après ce second ac- 
croissement. 

Cette trajectoire est une ellipse qui a pour excentricité 



19. Un point matériel est attiré vers un centre foie 
par une force proportionnelle à la distance. Déterminer 
la trajectoire et le mouvement du point. 

Le niK^ile décrit une elKpse, dont le centre anadde 
avec le centre d^attraction. Son mouvement est celû de 
la projection d*un point qui parcourrait d'un monve- 
ment uniforme et dans le même temps la circonférence 
dont Tellipse est la projection orlliog;onale. 

Ce résultat se prévoit sans calcul, si Ton observe qne 
la force accélératrice peut être considérée comme la pro- 
jection de la force accélératrice constante qui produirait 
le mouvement circulaire. 

On voit, en se reportant à la proposition 11 de la 
page 189, qVL^un point matériel^ attiré proportionnelle- 
ment à la distance et à la massé par autant de points 
matériels fixes que Von voudra, décrit une ellipse dont 
le centre est au centre de gravité des points attirants. 
PfswTONy PrincipiOf lib. I, prop. 10, 64- 

20. Un point matériel, attiré vers un centre fixe per 
une force proportionnelle à la distance, est lancé d'ma 
même point et avec la mente vitesse SitiiHUtt différentes 
directions situées dans un même plan. Montrer que k 
heu du mobile est un ellipsoïde, et que le point de 
départ du mobile est un point ombilical de la serfeee. 
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21. Un point maiériel soumis à V attraction d*un 
centre fixe est lancé d^une distance a, avec une vitesse 
égale à Vq, dans une direction perpendiculaire à celle 
du rayon ^vecteur. Déterminer V équation de la trajec^ 
toire et la durée T de la réi^olution, dans les deux 
Jrypothèses suivantes : 

' r*' •Sa*' 

On trouve, dans la première hypothèse, 
r = a cos' - 0, T* = -^ > 

et dans la seconde hypothèse, 

24/3 
r» = tf>cos»Ô, T:=:a*-^' 

La première courbe est une épicycloïde engendrée par 
tin cercle de rayon -? qui roule extérieurement sur uu 

cercle ^al. 

La seconde courbe est une lemniscate de Jacques Ber* 
noulli* 

Stadeb^ Journal de Crelle, U XLVI; i853» 

22. Un point matériel se meut sous Vaction d*un 
centre Jixe dont Vattraction est expnmée par Informulé 

r =: — H zf 

H et V étant des constantes. Trouver Véquation de la 
trajectoire. 

Si Ton détermine convenablement les constantes întro- 
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dnîtes par PintëgrattoB, on arrive a r^aation 

1 -f- ecosn9 
dans laquelle ft, e, h sont des constantes, et 

C étant le double de Taire décrite par le rayon Tecteur 
dans Tunité de temps. 

Cette équation représente la trajectoire d'un point qni 
parcourrait une ellipse en vertu de l'attraction du foyer, 
pendant que cette courbe, invariable dans sa forme, tour- 
nerait autour de son foyer avec une vitesse égale au pro- 
duit de — 7 — par la vitesse du mobile dans cette ellipse. 

Si Ton pose 

A z=: 0,991545, 

cette équation représente à peu près la trajectoire de la 
Lune autour de laTerre supposée fixe. C'est pourquoi Gai- 
raut, qui d'abord avait cru, par suite de calculs incom- 
plets, que la loi d'attraction en raison inverse du carré de 
la distance ne suffisait pas pour expliquer le mouvement 
rapide du périgée de la Lune, fut conduit à supposer que, 
outre l'attraction dont on vient de parler, il existait une 
autre attraction en raison inverse du cube de la disunce 
et très-faible. D'après ses idées, cette attraction était in- 
sensible pour les planètes à cause de leurs grandes dis- 
tances, mais elle était sensible pour la Lune vis-à-vis de 
la Terre, et produisait en partie le mouvement du périgée. 
D'Alembert était arrivé au même résultat et confirmait 
Clairaut dans son erreur, lorsque celui-ci reconnut lai- 
mème le défaut de ses premiers calculs, et montra que 
la loi de Newton seule rend compte de toute la vitesse do 
périgée de la Lune. 
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23» Un point matériel^ soumis à Vaction d^un centre 
Jixe qui V attire suivant une fonction de la distance, est 
lancé dans une direction perpendic u laire au rayon veC'» 
tcur, avec une vitesse presque égale à celle quil aurait 
en ce lieu si son mouvement était circulaire. Déterminer 
Ui valeur du rayon vecteur maximum ou minimum qui 
se présente en premier lieu après le départ. 

Soient : 

F = -~^ f ( - 1 rattraction à la distance r; 

a la distance initiale du mobile au centre d^altraction ^ 
a' la valeur cherchée du premier rayon vecteur maxi* 
mum ou minimum ; 

le rapport de la vitesse initiale à celle qui cor- 
respond au mouvement circulaire. 
On trouve 



r.- "'g) ]. 



24. Un corps planétaire, abandonné sans vàesse 
initiale à V attraction du Soleil, mettra pour tomber sur 
le centre de cet astre un temps égal à la demi-révolution 
d^une planète dont l* orbite aurait un grand axe égal 
à la hauteur de la chute. 

On trouve ainsi que la Lune mettrait en moyenne 
1 1 5 heures 55 mintites pour tomber au centre de la Terre. 
G. Santini, Elementi di Astronomiay t. Il, p. 826. 

23. Soient p le péiimètre d'aune courbe fermée décrite 
par un point matériel sous l" action d^ une force dirigée 
tiers un centre fixe, p le rcrfon de courbure, T le temps 
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de la révolution et de double de Vaire décrite par le 
roffon vecteur dans r unité de temps. Démontrer quen- 
tre ces quantités existe la relation 

SECTION III. 

MOUVEMBirr DAIIS VJX MILIEU RÉSISTAIIT. 

1 • Un point pesant est lancé ai^ec une vitesse con- 
nue f^o et sous une inclinaison donnée cc^ dans un milieu 
homogène dont la résistance est proportionnelle A la 
vitesse. Déterminer le temps T nécessaire au mobûe 
pour atteindre sa plus grande hauteur. 

Prenons l'axe des j" vertical et dirigé en sens contraire 
de la pesanteur; nommons h le rapport de la résistance k 
la vitesse. 

L'équation du mouvement qui doit seule nous occuper 
est la suivante, 

elle a pour intégrale 

log (^ -h X j^ I = — X/ -*- const. 

Si Ton détermine la constante par les donnée; initiales, il 
vient 

Lorsque le mobile est à sa plus grande hauteur, on a 
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parconséquem, 

T = j log ( i-h - Pt Mna J • 

2. Déterminer le mouvement d^ un projectile pesant, 
lancé dans un milieu dont la résistance est exprimée par 
a + bu^j a, b désignant des constantes et v la vitesse. 

Si Ton prend Taxe des y vertical et dirigé en sens 
contraire de la pesanteur, les équations du mouvement 
seront 

Multiplions la première équation par â^y et la seconde 
par d^x^ puis retranchons les produits. Il vient 

(iiH- iiH») [dx d^x — ^X ^^^) =^ dsd^x\ 

d'où Ton tire, en posant 

dx ^=2 ds costA ^ dx=zdsfijxtA 

et divisant par dt, 

d^x 
9[a -+- tif^)dt»z=g (costtdir — p un» d^) = g ——9 

dl 

OU 

(i) g cos«i^(""*"*) dp — {a -h g sin») ir-»d» = bd». 

Telle est Téquation qu'il s*agit d'intffgrer. 

Soit K le facteur par lequel il faut multiplier le pre- 
mier membre pour le rendre une différentielle exacte. Ce 
facteur doit être indépendant de v, carie second membre 
ne contient pas dv] par conséquent, la quantité dont le 
premier membre sera la différentielle est de la forme 
[iiT"^ il ne contenant point i'. 
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Egalons la diflerentielle de Clir-" au produit do premier 
membre par le facteur K ; il vient les deux relations 

el 

dû. sin &> d^ na c/u 

A cos«i g cos«i 

OU 

dCi na lu oiX 

— =—/}<£. logcosft) H ^.logtang ( t '^■-)» 

na 
Û Tz::. C0S~" U . tûDg * ( T H ) " 

Il résulte de là que Tintégrale de Féquation (i) est 

n rbat 

Û ir-« = i 

gj cos 



ïdf^ 



cosw 



Cette formule subsiste encore lorsque b est une fonction 
quelconque de co. Si a était une fonction de co, il suffirait 

na n /*«</« 

de changer tang"^ (^ -f- ^\ on e^*^ ^^* 

Ainsi la détermination de la vitesse est réduite à une 
si mple quadrature . 

Pour rendre les formules plus commodes, posons 

««ne^i + -) = -; 

d'où 

ar . r* — i du dr 

cos» 1= -~ ) sin«=-- î = — • 

r* -f- 1 r' -f- 1 cosw r 

Il vient 

û=2-«r « /(r» + l)«, 
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Toutes les fois que n est un nombre entier positif, Finté- 
grale peut s'obtenir sous forme finie. 

Supposons, par exemple, - = > la formule de- 
vient alors 

Maintenant que u est déterminé en fonction de r, il 
nous est facile de donner les expressions de tj j?, y en 
fonction de la même quantité au moyen des seules qua- 
dratures. En effet, nous avons déjà trouvé les équations 
rf'.r , , ydx 

on en tire aisément 
d^x 



di = 



dx= 



ds 

dt vdsdtù vd^ vdr 

dx(a -f- bv^) gdx ^cose* gr 

ds d^x ds , 

dt dt dt i^^w ^v^dr 



H- ^f^ g g ' |r(r'-f.l)* 

dyzzz [p^dt^ — i/x')^ = — i^^r T-i; — --7-^^ -T 

__ ç;i[r^^i)dr 

Pour avoir les valeurs de /, x, j, il suffit de substituer 
dans ces formules la valeur de y en fonction de r et d'in- 
tégrer. 

Si Ton pose 

111=0 et « = 2, 

on a les formules que Ton donne dans tous les Traités de 
Mécanique. 
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La rédaction aux quadratures réussit encore lorsque la 
résistance est exprimée par la formule 

a -h Mogf. 
Au reste, cette hypothèse peut se déduire des formules 

précédentes, en écrivant a et ~ au lieu de a et &, et 

n fi 

faisant ensuite n = o. C^est ce que l'on reconnaît facile- 
ment, si Ton observe que la Traie valeur de la fraction 

pour n = o est logi^. 

Jean Bernoulli fut provoqué par Keill à déterminer le 
mouvement d*un projectile dans un milieu homogène, 
lorsque la résistance est proportionnelle au carré de la 
vitesse. H entreprit de résoudre le problème plus général 
où la résistance est proportionnelle à une puissance quel* 
conque de la vitesse; bientôt il réduisit la solution a des 
quadratures, et eut la satisfaction de constater que Keill 
ne savait point résoudre la question quHl proposait. Ses 
recherches furent publiées, conjointement avec celles de 
son neveu Nicolas Bernoulli, dans les ^cta erudiiorum, 
Lips., 1719) p. 216 ('). Plus tard, Legendre (*) apprit a 
ramener aux quadratures la détermination du mouvement 
d'un projectile, quand la résistance est égale a une con- 
stante plus un terme proportionnel au carré de la vitesse. 
On peut encore consulter, sur le problème balistique, 
Euler (•), Borda (*), Templehoff (•) et Moreau (•). 

jAOoai, Journal de Crelle, t. XXIV, p. s5; 184^ 



(* ) Voir aussi J. Bbrn., Operm, t. II, p. 393. 
(«) Mém. de tAcad. de Berlim, 178a. 

(•) n.. 1753. 

(•)/*., 1769. 

(•) n., 1788.1789. 

(*) Journal de VÊcole Polytechnique, XI« cahier, p. >o4. 
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3. Un point matériel se meut dans un milieu résistant 
sous Vaction d'aune force qui agit toujours dans une 
même direction. Déterminer la loi de la résistance du 
milieu, lorsqtCon connaît la trajectoire^ et réciproque^- 
ment, déterminer la trajectoire, lorsqu^on connaît la 
résistance. 

Prenons Taxe des j- parallèle à la force et dirigé dans 
le même sens ] nommons Xy y les coordonnées du mobile 
à l'époque t^ s Taxe qu'il a parcouru, T la force qui le 
aoUicite et R la résistance du milieu. 

Les équations des composantes tangentielles eî nor* 
maies que nous avons rappelées au commencement de ce 
chapitre nous donnent 

p-7 = — R-f-T-f j 
ds as 

p as 

1 , ds* d^Y 

OU, si Ion remplace p par sa valeur — : -^j 



«1 — Y • ^ • 



Di£férentions cette équation par rapport & x, en obser- 

ds^ dy^ .1 . . 

▼ant que ^ = * + ^' " ^'™^ 



9 



dx" dx ^ dx'dxi d^y V 



^— Y^ l — — /—\ 
ds"^ dx 1 dx dx { d^ 1 ' 
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et, d'après la première équalion» 

Cette formule résout le double problème que nous noa.< 
sommes proposé. 

CoaoLLAiRE I. — Si Ton suppose en particulier que la 
résistance soit proportionnelle au carré de la ritesse et à 
la densité D du milieu, on aura, en nommant y, une 
constante, 

R — pDp>~pDp^ Y, 
et par conséquent, 

d'y d'y 

T\—— — — ^dx^dx^ d 1 X \ 

~JIy^~ 2|i ST "y" S^I ^' I 



2^ ds dx ^ [ d^y 



tl 1 
dx* / 



Cette formule fait connaître la densité en un point 
quelconque du milieu, lorsque l'on donne la trajectoire; 
et réciproquement, elle fait connaître la trajectoire, 
lorsque Ton donne la densité. 

Corollaire U. — Il est aisé de voir que p j- e$t la 

demi-corde du cercle de courbure menée par le point 
(Xyj) parallèlement à l'ave des^; en sorte que, si Fou 
nomme q cette corde, on aura 
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Cette formule nous montre que la vitesse dn mobile est 
^ale, <en chaque point, k celle qu^il gagnerait en tombant 
dans le vide d'une hauteur ^ale au quart de la corde de 
courbure, sous Tinfluence d'une force égale a celle qui le 
sollicite au point considéré. 

La question qui nous occupe a été résolue d'une ma- 
nière fautive par Newton, dans la première édition du 
livre des Principes, pour le cas d'une résistance propor- 
tionnelle au carré ^e la vitesse; Terreur a été corrigée 
plus tard sur les indications de Jean BemouUi. 

Newton, Principia^ lib. Il, prop. lO. 
JiAN Bbemoulli, Àcta erud., Lips., 1718; 
Opéra, t. I, p. 5i5. 

4. Un point matériel se meut dans un milieu résistant 
sous ^attraction d^un centre fixe. Déterminer la loi de 
la résistance, lorsque Von connaît la trajectoire ^ et réci-- 
proquement, déterminer la trajectoire, lorsque Von con- 
naît la résistance. 

Prenons le centre d'attraction pour origine des coor- 
données polaires r et 9; nommons P la perpendiculaire 
abaissée du centre sur la tangente à la trajectoire, R la 
résistance du milieu et F la force d'attraction. 

Mous avons les équations 

D'après la relation p = ''^jp» 1^ seconde équation peut 

s'écrire 

dr 
pï — P — F 

I. 3««DiT. a3 
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DifTérentiant par rapport i s^ il vieni 

P> ds \ dP J^ nP' ds \ dP J 

ds iP^ ds\ dP J 

Si Ton compare cette deroière formale k la première 
équation, on en conclut 

(A) R = ^îî^fp'^FV 

^ ' iiP*ds\ dp ] 

Celte valeur résout le problème. 

CoaoLLAïas I. — Supposons que la résistance soit pro- 
portionnelle an carré de la vitesse et à la densité D du 
milieu; alors nous avons, en nommant fx une constante, 

et par conséquent (A), 

^f* p.^F ii^ds'^y dp } 
dp 

Cette équation fait connaître la densité, lorsque la tra* 
jectoire est donnée, et réciproquement! 

CoEOLLAiBE II. — Si Tou nommc q la corde du cercle 
de courbure qui coïncide avec le rayon vecteur, on a 

Cette relation nous fournit une remarque semblable à 
celle du corollaire II, dans le théorème qui précède. 
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CoaoLLAiEB in. — On tire de la formule (B)^ en dé- 
signant par C une constante. 

Cette équation nous fait connaître la force d'attraction, 
lorsque la trajectoire et la densité du milieu sont connues. 

NiWTON, Principia, lib. II, prop. 17, i8. 

JiAH BaaifouLLi, Opéra, t. IV, p. 347* 

5. Comme applications des deux questions précédentes, 
nous indiquerons quelques résultats auxquels on par- 
viendra sans difficulté par la simple application des for- 
mules. 

Pour simpliCer, nous supposerons la constante {x ^ale 
i Funité. Nous conviendrons une fois pour toutes que 
l'axe des j" est dirigé dans le sens de la pesanteur. 

Vn point pesant se meut dans un milieu dont la ré' 
sistance est proportionnelle à la densité et au carré de 
la vitesse. 

i^ La trajectoire est une demi-circonférence située 
au'dessus d^un diamètre horizontal. 

On trouve 

3 



Newton, Prineipia, lib. II, prop. 10, ex. i. 
a® La trajectoire est une hyperbole de V ordre n + 1, 



y = ax^> ^ 



a3. 
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On trouve 

-(rt + a)*» 
D= ?- 



EuLn, Mechan,^ 1. 1, p. 4oo. 

6. La trajectoire est une parabole de F ordre n, 

jz=-^ b -h ex". 
Déterminer la résistance. 
On trouve 

2/1 (/i — ijcj:*-* 

7. Un point matériel se meut sous V attraction d'un 
centre fixe dans un milieu dont la résistance est propor- 
tionnelle à la densité et au carré de la vitesse, 

1° Uattraction est proportionnelle à la /i'*"' puis- 
sance de la distance, et le centre d ^action est situé sur 
la trajectoire qui est une circonférence ^ 

r=r2acosO. 

On trouve^ en représentant par v Tattraction à ronit^ 
de distance, 

R=:iv(/i-h5)r-sin$, 

^ I . ^. sinO 

D = -(/H-5) • 

a ^ ' r 

a® La loi de Vattraction est la même, et la trajec- 
toire est une spirale logarithmique dont le pôle occupe 
le centre d^ attraction, 

0= taogalogr. 
On trouve, en supposant que le mobile s^approche du 
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pôle^ 



R=:-.v(ii + 3)cosa.r% 

^ I , ^. cosa 

D = -{ii-h3) 

2 ' r 

Nkwtost, PrinciptOy lib. Il, prop. iS» i6« 

8. La trajectoire est une circonférence dont le centre 
est le point attirant, et la résistance du milieu est con^^ 
siante. 

Soient a le rayon de la circonférence, u^ la vitesse ini- 
tiale, h la résistance du milieu et s Tare décrit dans le 
temps t. 

On trouve 

I 



V 



'=«'; — 2^f, F = - {pI — n/is) 



a 



A Tinstant où la vitesse s'éteint, 

%h h 

9. La trajectoire est une spirale logaiithmique dont 
le pôle occupe le centre d^attraction, 

B = tanga logr; 

la résistance est proportionnelle à la n'^"^ puissance de 
la distance au pôle. 

Soient a le rayon vecteur initial, 1^0 l^ vitesse initiale 
et h la résistance i Tunité de distance. 

On trouve, en supposant que le mobile s'approche du 

pôle, 

[n -h 3) cosa. a'*^; -h 2A (r-*"^ — ««■»■») 



F = 



(/i -t- 3) cosa. H 

EuLSR, Mechan.^ U I, p. 44^* 
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CHAPITRE IV. 

MOUVEMENT DDN POINT MATÉRIEL ASSUJETH A DES 
UAISONS. 



SECTION I. 

MOUVEMENT D*I7Xr VOIITT ICÂTÉEIEL ASSOJETTI k EESTBE 
SUE UHR COUBBE FIXE ET PLlHE. 

Nommons s Tare de la courbe que parcourt le mobile, 
X, T et S les composantes de la force accélératrice paral- 
lèles aux axes coordonnés et k la tangente de la courbe. 
Le mouvement est déterminé par Féquation 

qui a pour intégrale première 

Ids* C . 

— =9^z=zi j [Xdx -¥■ Ytfy) •+■ const. 
= a I Sds -+- const. 

Quand la force est dirigée vers un centre fixe, si Pou 
nomme F cette force et r la distance du mobile au centre, 
les équations précédentes deviennent 

d^s dr 



(D) 



2^ = »' = ±a I Frfr + const. 



Le signe supérieur conYÎent i une force répulsive et le 
signe inférieur à une force attractive. 

1 • Un point matériel y assujetti à rester sur une spirale 
logarithmiqwne et attiré vers le pôle par une force in- 
versement proportionnelle au carré de la dislance, part 
sans vitesse initiale d^une distance égale à a. Déter- 
miner le temps nécessaire à ce mobile pour atteindre le 
pôle* 

Soient log - = - Téquation de la spirale et (x Tattrac- 

iion à l'unité de distance. 
La formule (D) nous donné 



Or, diaprés Téquation de la spirale, 






rf$ = — a — : 

r 



par conséquent, 

en sorte que te temps cherché a pour valeur 

V 2f* Jo )/ar^r* 

^ /fl(iH-/i») r I flr — î r y -I* 

= 1/ — i i I - a arceos ^ar — r* 

V ^f* La a " Jo 
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2. Deux painU pesants réunis par une tige rigide et 

sans poids peuvent se mou* 
uoir sur deux droites fixes 
situées dans un même plan 
vertical. Déterminer la du- 
rée des petites oscillations 
que le système exécute lors-- 
quon "vient à Vécarter lé- 
gèrement de sa position d^é- 
quilibre. 

Soient : 

P et P' les àem points mobiles; 

c leur distance mutuelle; 

m et m' leurs masses respectives ; 

X et x' leurs distances au point de concours Â des 
droites 6xes; 

a et a' les valeurs de ces distances qui correspondent à 
la position d*^quilibre; 

cp et 9' les angles que la droite PP' fait avec les deux 
droites fixes ; 

I l'inclinaison mutuelle de ces deux droites; 

a et a' les angles qu'elles font avec la verticale; 

T l'action mutuelle des deux points qui est transmise 
par la tige PP'. 

Les équations du mouvement sont les suivantes : 



m -— - = mg cos « — T cosy, 
dt 

m' -j^ =z m' g cosa' — T cosf»'; 



d'où l'on tire, par Télimination de T, 

d^x d^£ 

m cosf — — m' eosf — - = mg cosa cosf ' — w'^cosa'aw». 
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Ponr exprimer f et ff' en fonction de x et x'j la Géométrie 
nous doime lea deux relations 

e cosf = j/cosi — X, 

CCOS/=«0O8l — j/, 

qui nous permettent d'écrire l'équation précédente sous 
la forme 

= — ffg cosa (x' — X cosi ) -h Jïi'^ cosa' [x — j/ ces/). 

Remplaçons dans cette formule x, x' par a + ^9 
a' + 2^ et observons que le second membre est nul lors- 
qu'on y fait X =a, x' = a\ car ces valeurs sont celles qui 
correspondent à Téquilibre. Il vient, en négligeant les 
secondes] puissances des petits écarts z^ z' et de leurs 
dérivées, 

(,) ) ~'"(«'-«cosO — -Hm'(«~fl'cos/) — 

( = — m^cosa(s' — zoos/) + in'^oosa^(z — 2'cosf). 

Or on peut exprimer z' en fonction de Zj car on a Té- 
quation 

c» = a- 4- «'* — atffl' co8< 

= (« -f- z)» -H (fl' -H »')• — a{a -4- s) («' 4- »') cos/, 

laquelle devient, en négligeant les secondes puissances 
de z et de z', 

(2) (« — a'cos/)«-h(a' — rtCOs/)«' = o. 

On pourrait maintenant éliminer z^ de Téquation (i), 
puis intégrer, et le problème serait résolu. 

Cherchons la longueur / du pendule simple qui oscille 
dans le même temps que chacun des deux poinu de notre 
système. 
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Soient hf k\ h des constantes. La théorie An pendule 
nous donne pour z et z' des Talenrs de la fonne 



Si nous substituons ces valeurs dans les équations (i) 

A 

r 



et ('i), et que nous éliminions du résultat le rapport y^j 



connue. 



nous obtenons 

j m {a* — a cosf )* -h m' {a — a' cosf )* ^ 

[ma cosa -h m'a' cos a') sin^i ' 

en sorte que la durée d'une oscillation tt i/~ est 

La longueur / est susceptible d'une construction simple. 
En effet, supposons les points P et P' dans leur position 
d'équilibre; par chacun de ces points, élevons une per- 
pendiculaire sur la droite qui dirige son mouvement. 
Soit O Tintersection de ces deux perpendiculaires. Proje- 
tons le contour PAP'OP sur chacune des droites AP, AP'; 
il vient 

OP' sini = a — a' cos/, 

OP sinî = a* — « cos i • 

D'un autre côté, si nous nommons h la distance du centre 
de gravité des poids P et P, dans leur position d'équi- 
libre, à la droite horizontale qui passe au point A, nous 
avons 

(m -h m') h = ma cosa -h m'a* cosa'. 

Ces valeurs, substituées dans Teispression de /, nous 
donnent 

iwOP 4-/w^0F 

*~ (/ii-f-iii')/i 
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, n est aise de construire cette valeur par les mëtbodes de 
la Gëométrie élémentaire. 

3. Un point matériel, assujetti à rester sur une droite 
donnée, est sollicité par une force dirigée vers un centre 
Jixe et fonction de la distance à ce centre. Trouver la 
durée des petites oscillations que le mobile exécute, lors^ 
qvLon vient à V écarter légèiement de sa position d'équi- 
libre. 

Soient : 

a la distance de la droite au centre des forces ; 
r la distance du mobile à ce centre \ 
X la distance du mobile au pied de la perpendiculaire 
abaissée du centre sur la droite ] 
f{r) la force correspondante à la distance r. 

Prenons pour unité de masse celle du point mobile. 
Le mouvement sera représenté par Téquation 

(i) ^ = -2 r/(r)rfr-f-coûst. 

Si nous négligeons les quantités du troisième ordre en x, 
dans la valeur de — » f(r) =/(^a* + a:*) doit être rem- 
placé par/* (a) sous le signe / 9 et par Conséquent 



— = -.2r/(ii)-4.con$t. 

Nommant s la valeur initiale de x, cette équation peut 
s^écrire 



aa 
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On en tire 



. / a dx 






en sorte que la darée d'une oscillation est 



■='V%}- 



Si, ptr exemple, la force est une attraction propordon- 
nelle â la distance, on a 

Il étant l'attraction à Tunité de distance. C*est un résultat 
donné dans la Mécanique d*Euler, t. U, p. 91. 

Les formules générales qui précèdent supposent que 
/(a) n'est pas nul. Si cette condition n'était point rem- 
plie, il faudrait, dans la valeur de — > conserver des 

puissances de x supérieures à la seconde, et les résultats 
seraient changés. 

Ce cas se présente, en particulier, lorsque la force 
centrale est le ressort d'un fil élastique lié d^une part au 
point mobile, d'autre part au centre fixe. 

Soient T la tension du fil et X son coefficient d'allon- 
gement (*); supposons que la longueur naturelle du fil 
soit égale à la distance du centre à la droite. 



(•) Voir^, 167. 
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Nous avons 

/(r)=T, r = a(i+iT); 
'où ' 



Ar)-—^. 



d*aillear89 

M xdx 



Substituant ces valeurs dans Téquation (1)1 il vient 

Si l^on néglige les quatrièmes puissances de x, 

* ['-«(«' + '')■'] = ^5 
il s'ensuit 

dx^ \ r I 



Posons 

jp = f cos f • 

Alors, 



2a J\a ^ dff a r-r— rf«p 

r// =z ^ ^ = - V^2>« =====1 

« i/l -h COS'f « / t . , 
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L'intégrale définie est une fonction ellipti^e de pre- 
mière espèce dont le modale est -r^i* 

va 

4. Deux points Â et B étant donnés sur unç même 
droite horizontale^ trouver, dans le plan ^vertical mené 
par ces deux points, le lieu d^un troisième point P tel, 
que la somme des temps nécessaires à un point pesant 
pour parcourir les droites AP et BP, lorsquon le pose 
successivement en Ket'R sans vitesse initiale, soit égale 
à une quantité donnée A:. 

Prenons Torigine des coordonnées sur la droite AB, i 
égale distance des extrémités, et dirigeons Taxe desj^ dans 
le sens de la pesanteur. Soient x, y les coordonnées du 
point P et a a la distance AB. 

Les formules du mouvement sur un plan incliiié bous 
donnent de suite l'équation 

> J L î^^ J 

Élevons deux fois au carré pour rendre l'équation ration- 
nelle, et posons 

n vient, après des réductions faciles, 

{^) .^^cx ^,_^^ — 

Cette courbe se compose en général de deux branches. 
Tune tangente à Forigine à Taxe des x et asymptotique i 

la droite^ = — » Tautre située au delà de cette dernière 

droi te et formant une sorte d'ovale. Cette seconde branche 



seule convient à notre problème -y pour qu'elle existe, il 
faut que c soit plus grand que aa, La première branche 
est le lieu des points P tels, que la diiTérence des temps 
employés i parcourir les droites AP, BP est égale à la 
constante k. En eiTet, si Ton rend rationnelle Féquation 

on i^rrive encore à la formule (£). 

FusSi Atém. de VAcad. de Saini'-Pétersbourg^ 1819. 

S. Déterminer la courbe sur laquelle doit glisser un 
point pesant, pour quil descende de hauteurs égales 
dans des temps égaux. 

On supposera que la tangente à Vorigine des arcs 
parcourus est verticale. 

Prenons Torigine au point où le mouvementcommence, 
et Taxe des j* vertical dirigé de haut en bas. Soit /3 la hau- 
teur verticale que le mobile parcourt dans Funité de 
temps. 

Nous avons 

^=2gr-hconst., 
ds^ dr^ I dx'X dy^ 

Or, à l'origine du mouvement, --j- s=^y d'où il suit que la 

constante est égale à ^* ^ d'ailleurs, par hypothèse, on a 
toujours 



ou 
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par conséquent) 



P':ï3 = »r'. 



.1^ 



X Z= ■ 



3p 



y. 



3 
La courbe est une parabole de degré - *, son axe est Taxe 

desj^, et son point de rebroussement est à rorigine. On 
Ta nommée isochrone, 

Leibnitz défia les disciples de Descartes de résoudre ce 
problème par les méthodes de leur maitre, sans employer 
le calcul diflérentiel. En efTct, ils ne purent y arriver. 
Alors Huyghens (*), Leibnitz {**) et Jacques Bcr- 
noulli (***) publièrent différentes solutions, les pre- 
mières synthétiques, la dernière analytique. 

6. Un point matériel se meut sur une cowbe avec une 
vitesse constante* Quelle doit être la courbe pour que la 
vitesse estimée suivant une droite donnée croisse d'une 
manière uniforme? 

Soient ^ la vitesse du mobile sur la courbe, c Taccrois- 
sèment de la vitesse dans Puni té de temps suivant la droite 
donnée. Prenons cette droite pour axe des x, et le point 
où elle rencontre la courbe pour origine des coordonnées. 

Nous avons 

h -^ = S*. 



(* ) NomvBlUt de U République des UtWet, octobre 1687. 
[**) Acta erud., Lipi., 1689^ p. 196 et suif. 
(«-»)ift., 1690, p. ai7. 
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et 

d'oÂ Ton tire, par intégration, 
dP 

--— = 2CX. 

Éliminons dt entre cette dernière équation et la pre- 
mière, n vient 

et, en posant ^ = a, 



dx y 



2a — X 

— 9 



j = a arc ces • 



X 

a — X 



-f- V^ax — x*. 



C^est l'équation d'une cjrcloïde dont le cercle générateur 
a pour rayon a, et roule sur la droite x = aa. 

Cette propriété de la cycloîde résulte d'un travail 
d^Eoler, qui fait partie des Mémoires de l'académie de 
Saint''Pétersbourg, t. X, p. 7. On trouvera des détails 
historiques sur cette question dans les Bulletins de VAcor 
demie des Sciences de Bruxelles, t. IX. 

7. Un- point pesant est lancé auec une vitesse con- 
pj„ /g nue, dans une direction 

à. o ■ horizontale AO. Quelle 

^\^^^^L^^^,,..^^^"^'^ est la courbe sur laquelle 
0^^* le point doit se mouvoir 

pour que sa distance au point fixe O décroisse d'une 
manière uniforme ? 

Soient r la disunce du mobile au point 0, Faogle que 
I. 2« ÉDiT. a4 
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ce rayon yecleor fait avec la direction OA et |3 la viteiit 

initiale. 

On a, d'après rëqaation (B) placée au conunencement 
de ce chapitre, 

A l'origioe^ du mouvement. e = o,S = o.^ = P; 

d'ailleurs ^ est constant par hypothèse. Par conséipieiit 
l'équation du mouvement se réduit à la forme simple 
dr _ p dB 

On en tire, en nommant a la valeur initiale de r. 






Telle est l'équation de la courbe. Il faut nécessairement 
employer les quadratures pour la construire; car Tinté» 
grale qui figure dans l'équation ne peut s'obtenir sous 
forme finie, elle dépend des fonctions elliptiques. La 
forme de la courbe est celle de ^^fig* 49» p« ^69; elle 
comprend la droite AO. .Sur la première moitié de la 
courbe le mobile s'approche uniformément du point O^ 
sur la seconde moitié, il s'éloigne uniformément. 

Leibnitz proposa ce problème aux géomètres de son 
époque, et nomma la courbe paracentrique isochrone. 
La question parut difYicile, car la première solution se fit 
attendre pendant cinq années; elle est de Jacques Ber- 
nonlli et parut dans les Acta erudàorum. Laps. , 1694* On 
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trouvera une généralisation de cette question et plusieurs 
autres problèmes du même genre dans un travail de 
Yarignon qui fait partie des Mémoires de V Académie 
dés Sciences de Paris, 1699, p. i. 

8. Trouver une courbe telle, qu'un point pesant P 
posé sur cette courbe en un point donné O parcoure 
rare OP dans le même temps qu* il mettrait à parcourir 
la corde. 

Soient r la distance du mobile au point de départ, 
l'angle que ce rayon vecteur fait avec la verticale et 
s l'arc parcouru. 

On a 

-=^ ^ =:3^rcosO; 

par conséquent, le temps employé à parcourir l'arc s est 



,=-1- f)E3i 



i/o. 



D'ailleurs le temps qui serait employé à parcourir la 
corde est égal à 



v^ 



9.r 



^cosO 



Écrivons que ces deux temps sont dans un rapport donné. 
a, le problème sera plus général ; puis difTérentions Té- 
quation résultante par rapport à 6. H vient 

dr* dr 

(a' — i}gos*0 — -f-aa>sioOcosOr^ + (a*sio'0— cos'0}H=ro. 

» 
Cette équation est bomogène en '* et — ; on pourra donc, 

a4. 
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l'intégrer. Pour cela, il safGt de diviser par r* et de 
poser 

alors on aura une équation du second degré en z cpie Ton 
résoudra. 

Soient 

,=/{ô), s^y(ô) 

les deux racines. 
Puisque 

Fintégrale générale de l'équation proposée sera 

C et C^ étant deux constantes arbitraires. 

Supposons maintenant que a soit égal k Tunité. L'éqna- 
tion différentielle devient 

l iir COS7 

r dO sinaO 

et si Ton intègre, on trouve Téquation 

logr = ~logsin20 -+■ - logr, r' = c*sin20, 

dans laquelle c est une constante arbitraire. 

On voit que la courbe est une lemniscate de Jacques 
Bernoulli, qui a son centre au point de départ, et dont 
Taxe fait un angle de /fi degrés avec l'horizon. 

Nous devons cette propriété de la lemniscate à Saladini 
(Memorie deW Instituto Nazionale Ilaliano, 1. 1, p. a). 

La généralisation que nous avons indiquée est de 
M. Serret [Journal de M. Idouville, t. IX, p. 28; i844)* 
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9. XJn ppint matériel, assujetti à rester sur. une courbe, 
part du repos, et se meut en vertu d'une force dirigée 
'Vers un centre fixe et proportionnelle à la distance. 
Quelle doit être la courbe pour que le temps employé à 
décrire tare soit égal au temps que le même mobile e/n* 
ploierait à décrire la corde? 

Soient : 

s Tare parcouru à partir du point de départ O; 
a la distance du point O au centre d'attraction; 
p la distance du même point au mobile \ 
6 Tangle des deux droites a et p ; 
r la distance du mobile au centre d*attraction. 

On a 

ils* r , , 

— = -— a I rdr -+- const. = {a* — H), 

et puisque 

r*=:p'-*-a' — aapoosOi 

— =: ^2apcos9 — p*. 

Considérons d'abord le mouvement sur la corde. Il nous 
faut poser £& = £2py et considérer comme une constante. 
n yient 



'=1: 



dp . p — acosO ' ir 
^ = arc sm ^ h -• 



, . — arc sm • 1- 

o ^2apcose — p' «cose a 

Si maintenant nous considérons le mouvement sur la 
courbe, nous avons 



dsz=:yjd^^^-fd¥*. 



/^d£TYd^ 
^2apcosO — p* 

Égalons ces deux valeurs du temps, et différentions Té- 



Zj4 XÉCAHIQXJB RàTIOMinSLLE. 

quation rësahante par rapport aux denx Tariables p et 0. 
Il vient 

t—t = Vrfp. + p.d».; 

d*où Ton tire, en élevant au carré, 

A tangO i/p = p (i — tang'O) </0| 

-i =:COt26£/0, 

P 
p>=tf*sina9. 

La courbe est une lemniscate, comme dans le problème 

précédent. 

OasiAH BoHVBT, Journal de M. lÀompiUe^ 
t. IX^p. ii6; iS44* 

10. Trou\^er Véquation différentielle des courbes tau- 
tochrones pour un point sollicité par des forces qui agis^ 
sent dans un même plan. 

On nomme tautochrone une courbe telle , qu'un point 
matérielt qui part du repos et se meut sur cette courbe 
sous Taction de forces données, emploie le même tenaps 
pour atteindre un point déterminé, quel que soit le point 
de départ. 

Soient : 

A le point où se termine le mouvement; 

B le point de départ; 

s Tare qui sépare le mobile du point d'arrivée A, 
compté à partir de ce dernier point; 

a la valeur initiale de Tare s ou Tare AB; 

S la force motrice estimée suivant la tangente k la 
courbe dans le sens du mouvement et exprimée en fonc- 
tion de l'arc» 
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Noos avons 

en sorte que la durée du mouTement est 

Cette quantité doit être indépendante de a; en d'autres 
termes, l'intégrale indéfinie 

ds 



hi 



-, =/(<, «) 



(•%*)■ 



doit devenir indépendante de a lorsque l'on y pose j=a. 
Or, pour cela, il est nécessaire que /(a, a) soit homo- 
gène et de d^ré o par rapport à ot \ nous pouvons donc 
poser 

d'où 

^Tf=^■(=)• 



(/'-)■ 



Si Ton élève an carré et que Ton différeatie par rapport 
i j, il vient 



^Sds = d. * 



Cette équation doit convenir à la courbe tautochrone ; or 
l'équation de la courbe ne saurait dépendre de «, par 
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conséquent -= — est indépendant de a, ce qui exige 

que Ton ait 

d'où 

k désignant une constante indépendante de a. 
Il suit de là 









0U9 si Ton exprime S en fonction de l'abscisse x. 



dS 
dx 






Telle est Féquation diflérentielle des courbes tauto- 
chrones. 

Huyghens, le premier, s'est occupé des courbes tauto- 
cbrones \ il démontra que la cycloïde est tautocbrone pour 
un mobile soumis i la seule force de la pesanteur (^o- 
rolog. Oscill., P. n, prop. 25). Le problème inverse, qui 
consiste à déterminer directement les courbes tauto- 
cbrones, fut attaqué d^abord par Newton dans le livre des 
Principes, lib. I, prop. 53. Plus tard, Euler s*en est 
occupé dans les Commentaires de Saint-Pétersbourg, 
.1729, et dans sa Mécanique^ t. Il, p. 211. 
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H. Trow^er les courbes tautochrones pour une force 
Fig. 5o. dirigée vers un centre fixe et pro^ 

portionnelle à la distance. 

Soient : 

fA ratlraction à Funité de distance ; 
r le rayon vecteur ; 
f Tangle que la tangente à la courbe fait avec le rayon 
vecteur; 

P la perpendiculaire abaissée du centre sur la tan- 
gente. 

On a 

S=i=fircoS7; 

en sorte que Féquation de la courbe est, d'après le pro- 
blème précédent, 

fA^(rcoSf) ir' 

ou, si Ton observe que cosf d> = dr^ 

urcosy </ (rcosf ) = 7— r^r. 

On en tire 

fir»cos"y = -r-; r» H- tonst., 

fft (r> — P") =: 7— r» -h const. 

Nommons c la valeur de P qui correspond à (f = -• 
La constante aura pour valeur — -73 9 et nous 'aurons* 

Telle est l'équation de la courbe. 
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Examinons ies différent» cas qui peuvent se présemler. 

2-7->i. — L'ëcjuation (F) représente VcpùycIaSde 

que décrit un point d^une circonférence, lorsque celle-ci 
roule intérieurement sur une autre circonférence fixe 
dont le centre est au centre d^attraction. 

En effet, soient R le rayon du cercle fixe, p celui du 
cercle mobile, m le point décrivant, n le point de contact 
des deux cercles et O le centre d'attraction. 

La normale à Tépicycloïde au point m est la droite nui 
(p. aa3), et, suivant que R ^ ou ^ ap, on a, avec le 
signe supérieur ou le signe inférieur, 

R* z= r* H- mu ± 2 ira • rsiof , 

On en tire, par Télimination de mn et de siuf , 
L(B-ap)' R-apJ 

»•' -\'' 4Rp-4W 4R/— 4f • 

équation qui coïncide avec la formule (F), quand on pose 

_. ^^R^ •' c« = (R-ap)M 
Vf ^ 
alors aussi la condition R ^ p, nécessaire pour une épi- 
cycloïde intérieure, revient à Ttr*^'* 

L'extrémité commune des arcs qui sont parcourus dans 
le même temps répond à f = o et rs=zV=zc\ car un 
point matériel placé à cette extrémité doit y rester en 
repos. 



Cette propriété ie répicjcloïée était comme de Newton 
(Principia, lib. I, prop* Si). 

j-;-ss±i. — L'équation (F) se réduit à P = c; elle 

représente une droite située à la disunce cdu centre d'at- 
traction. 

7--— < I. — L'étude de ce cas est moins facile. M. Pui- 

4t> 



seux a démontré que la courbe est une spirale formée de 
deux branches symétriques, s'éloignant indéfiniment du 
centre fixe, et qui jouissent de cette propriété d'être sem- 
blables à la développée de leur développée [Journal de 
Jlf; IJou\fiUe, t. IX^ p. 4 16 et 892 \ i844)* 
Supposons maintenant que c soit nul. 

^3- > I . — La courbe est imaginaire. 

-7^ <^ I . — La courbe est une spirale logarithmique. 

En effet, nommons a l'angle constant que la tangente 
k cette spirale fait avec le rayon vecteur; nous aurons 

P» = r» sin«a, pP» = (p — ;* cos'a) r*. 

Il en résulte qu'un mobile assujetti à rester sur une spi- 
rale logarithmique, et attiré vers le pôle par une force 
proportionnelle à la distance, emploie toujours le même 
tempe pour arriver au pôle, quel que soît son point de 

départ; ce temps est égal à p- 

acosavfA 

Enfin considérons le cas où la force centrale serait ré« 
pulsive. 

U faut changer le signe de \k dans la formule (F) ; 
alors elle nous représente toujours une épicycloïde dont 
le cercle mobile roule extérieurement sur le cercle fixe. 
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Les calculs sont les mêmes que pour la première épicj- 
doïde, sauf le signe de p qui est changé. 

La formule (F) est en réalité une équation différen- 
tielle ; si Ton veut la mettre sous la forme ordinaire en 
usant des coordonnées polaires r et 6, il suffit de substi- 
tuer i P sa valeur 

r'dB 



On trouve ainsi 



i/o 



...v/iSid;:^. 



formule que Ton intègre sous forme finie, en représen- 
tant le radical par une variable auxiliaire. 

Euler a traité ce problème dans sa Mécanique, t. Il, 
p. ao8. 

12. Dé ierminer directement les courbes tautochrones 
pour une force gui est perpendiculaire à une droite ^e 
et proponionnelle à une puissance de la distance à cette 
droite. 

Nous supposerons que la droite fixe passe par V extré- 
mité des arcs qui doii^ent être parcourus dans le même 
temps. 

Prenons Taxe des^ sur la .droite fixe et Taxe des x di- 
rigé en sens contraire de la force. 

Soient fix" la force i la distance x et A la valeur de X 
^a point de départ. 

Nous avons 

ds* r^ nti 
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en sorte que le temps employé pour anÎTer à Torigiae est 

^ ""^ Jo (A-*»-x-+')^ 

Il s* agit de trouTer les valeurs de 5 en fonction de x cp4 

rendent cette intégrale indépendante de A. 

Posons 

i=^(jr) et x = hu. 

Il vient 

/i 1-» 

f'(hu)(htt) ^ rfi 
i^ 1 



9 



I —Il 

a 



ou, si Ton fait <^ (x)x ^ = ^ (x), 









On doit avoir 

rfr 

OU 



or cette condition, qui doit être remplie pour tonte râ- 
leur de A, exige que <\f{hu) soit identiquement nulle; 
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«u^remeat om pourrait prendre h asses petit pour qwo 
^' [hu) conserve le même signe dans toute l'étendae de 
l'intégrale, et alors l'intégrale, ayant tous ses éléments 
positifs, ne saurait être nulle. Ce raisonnement suppose 
seulement que ({/ (x) n*est pas de Pespèce de ces fonctions 
singulières qui changent de signe une infinité de fois, can- 
dis que la Tariable X parcourt un petit intervalle dans le 
voisinage de-o(*). 
Ainsi Ton a 

>|i'{x)=o, ^(jr} = f:onsr« =A', 



H— T 



dx ^ 

Telle est Féquation différentielle des courbes Uuto- 
chrones. 

On voit que n — i doit être négatif, sinon -^ serait 

imaginaire pour de petites valeurs de x. 
Soit 

«*— I = --m, 

m sera positif, et Ton aura 



<r = ±y/: 



— dx. 



Le second membre est une différentielle binôme que Ton 
intégrera par les méthodes connues. 
Lorsque 

m=:o, ou « = 1, 

on a une ligne droite parallèle à la direction des forces. 
,{*) X tin - est une de ces fonctipns singalièn». 
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Lorsque 

m=zi, ou n=Op 

on a une efcUxd&. Il en résulte qne, pour les corps pe- 
sants^ la ejrdoide est la seule courbe tautoohrone dams 
Icvide. 
Quand 

JR :^ a, ou « =: — l, 

l'équation peut encore s'intégrer en quantités finies^ mais 
elle ne répond pas au problème, car la valeur i» = — x 
est exclue de notre première intégration. 

Enfin, si Ton admet que m ait une valeur fraction- 
naire -» Téquation de la courbe s'obtiendra sous formé 

finie toutes les fois que - sera un nombre entier, ou un 

nombre entier augmenté de -• Posant, par exemple, 

a 3 I 

i = -, ou « = 7> 
P ^ 3 

fiQUs obtenons la courbe 

Toutes ces courbes sont ungentes à la droite fixe prise 
pour axe des y\ elles coupent à angle droit la ligne 

xs= Xt*" et ne s'étendent pas au deli. 

13. Considérons une série de courbes semblables et 
semblablement placées, qui passent toutes par un même 
point A, el proposons^nous de trouver le lieu des extré' 
mités des arcs gui seraient parcourus dans un même 
tempSy par un point pesant posé sans vitesse initiale aa 
sommet commun A, et assujetti à décrire successivement 
les diverses courbes. 
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Le lie^ géométrique ainsi défini porte le nom de courbe 
synchrone fUiT rapport à la série des courbes semblables. 

Soient pris le sommet A pour origine des coordonnées 
et la verticale dirigée dans le sens de la pesantear pour 
axe des x. Nommons r le temps que le mobile emploie 
pour atteindre la courbe synchrone^ s Tare qu'il décrit 
dans ce mouvement et x Tordonnée de Textrémité de 
cet arc. 

On a 






V^2^« 



ou 






dx. 



dy 

Dans cette formule, on remplacera ^ par sa valeur en x 

tirée de Téquation commune aux courbes semblables, 
laquelle contient un paramètre arbitraire a\ ou inté- 
grera, puis on éliminera le paramètre a entre le résultat 
obtenu et Téquation des courbes semblables ; l'équation 
résultante représentera la courbe synchrone. 

Le plus souvent l'intégration dont on vient de parler 
ne pourra s'effectuer en quantités finies \ alors il convient 
de modifier la méthode. 

L'équation commune aux courbes semblables est de 
la forme 



•{y^=- 



admettons, pour plus de clarté, qu'on l'ait résolue par 
rapport à — i et soit 
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Si l'on pose 



X 



— sera une fonction de z indépendante de a, et Ton 



aura 






dz^ 



(/V3.)- 



lou 



T«a 



(/v^-y 



j=^ ''-^f*' 



(/^-y 



Dans ces formules on donnera successiyemenl à z dif- 
férentes valeurs, et Ton calculera par les quadratures les 
coordonnées x^ y des points correspondants de la courbe 
synchrone. 

Le problème de la courbe synchrone est dû à Jean Ber- 
noulii ('*') \ Euler Ta discuté dans sa Méchanique (t. II, 
P-47)- 

14. Vn point matériel, assujetti à rester sur une 
eourhe plane ^ est sollicité par des forces situées dans le 



(*) Aeta erud,, LIps., 1697, p. îio6. 

I. «• twt. a5 



même plan et données à volonté. Détemùner queUe doit 
être la forme de la courbe y pour que le temps employé 
par le mobile à parcourir la distance qui sépare deux 
points donnés soit un minimum relativement au temps 
qui lui serait nécessaire sur toute autre courbe. 

La courbe ainsi déBnie se nomme brachistochrone 
relativement an système de forces. 

Soient Xy y les coordonnées du mobile, s Tare qu^il a 
parcouru à l'époque* r, et a, j3 les valeurs de j? correspon- 
dantes aux deux points donnés. 

On a 



par suite, si l'on pose 









la durée du mouvemeat entre les deux points donna 
sera 



■=yiï±£^. 



Il faut déterminer la relation qui doit exister entre les 
coordonnées x et y, pour que cette intégrale aoit un 
minimum ^ cette relation sera l'équation de la bradûs- 
tochrone. 

Mous résoudrons ce problème par le calcul des varia- 
tions. 

Soit 

Concevons que dans V la vitesse 9 soit exprimée en 
fonction de x et de y^ et nommons M et N les dérivées 
partielles de V par rapport hy etp.hti méthode des ya- 
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riatioBS ttoi» donne la formale 

(1) M-— =0, 

dans laquelle — représente la difTërentielle totale de N 

par rapport à x. 

Pour exprimer cette formule en fonction des coordon- 
nées Xj jTj nous ayons d'abord 

d'ailleurs, si nous représentons par X et T les compo* 
santés des forces suivant les axes, nous avons 

(2) 9€iv = 'X,iix-hYify; 

d» Y 

en sorte que la dérivée partielle — est égale à - • Il en 

résulte 

« Y / T ds 

(3) M = --v^rT^ = --^. 

Nous avons encore 

dx 9^ dx ds 9 dx\ds] 

OU, puisque la différentielle totale -7- est égale à 

en vertu de l'équation (a), 

(4) ^ = -?^^ + ^SJÂ-^;s\ÂJ' 

a5. 
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Subsûtuant dans la formule (i) les Talears données par 
les équations (3) et (4)9 il Tient 

dx \as/ as ds 

ouy ce qui est la même chose, 

/ ^ 

: — -/(Xdic + Tc(r) 



(5) 



{-w)' 



X^ 



\/-ë \/-ë 



Cette équation différentielle du second ordre représente 
la brachistochrone. Les deux constantes qu'introduira 
rintégration permettront de faire passer cette courbe aux 
deux points donnés; alors le problème sera complète- 
ment résolu. 

Quand on écrit l'équation (5) de manière que les deux 
membres soient positifs, le premier membre est égal à 

la force centrifuge -9 p désignant le rayon de courbure, 

et le second membre est égal à la somme des forces appli- 
quées, estimées suivant la direction de la force centrifuge. 
L'égalité de ces deux quantités constitue une propriété re- 
marquable des bracbistoebrones découverte par Euler (^. 
Elle nous servira dans la question suivante. 

La recherche de la brachistochrone pour un point pe- 
sant fut mise au concours par Jean BemouUi ('*''*'), an 

(" àleehun., t. II, prop. 49* 

(**) Âeuerud,fUpê., i6g6,p. 96g; 1697, p. 907. — UémoiresdeVÂead, 
éei Sciences de Péris, 1718» p. i36. ^ Opère, t. Il, p. a66. 
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mois de juin de Tannée 1696; six mois ëtaîent accordés 
pour résoudre le problème. Leibnitz ('*') le résolut près* 
que aussitôt, et communiqua sa découverte à Bernoulli. 
Comme aucune autre solution ne parvint au temps fixé, 
le délai fut prolongé jusqu^à Pâques; alors parurent les 
solutions de Jacques Bernoulli (**), de THôpital (***) et 
une solution anonyme de Newton {****). 

18. Trouver la brackislochrone pour une force dirigée 
vers un centre fixe et proportionnelle à la distance. 

Soient : 

r la distance du mobile au centre d'attraction ; 
9 l'angle que le rayon vecteur fait avec la tangente k 
la courbe \ 

p le rayon de courbure ; 

P la perpendiculaire abaissée du centre sur la tangente; 

fi l'attraction à l'unité de distance; 

a la valeur initiale de r. 

L'attraction estimée suivant la normale est 

prsinf, ou pP; 
par conséquent, 

D'ailleurs, la vitesse initiale étant nulle, on a 
fr'szrap / r€irz=^[a* — r*); 
en outre, la force étant attractive, la courbe doit tourner 

(*) CommereUim epittolicum Letb, et Bern,, epist. xxTiii. — iicla erudit,, 
Lips., 1697, p. 3o3. 

{**) Àcta erud,, Lips.^ 1697, p. aia* 

(»««) /*.,p,ai7. 

(♦♦♦*) PA//01. 7r«ii#«cr., 1697, n»aa4, p. 389. 
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sa convexité vers le caitre des forces^ novs aTOos éomt 

avec le signe eonrenable la relaiion géonftétriqae 

dr 

Sabslituant ces valeurs dans la première é<{uation, il vient 

d9 _ rdr 

P ^ a« — r»"* 

d'rà 

logP = - log (tf* — r*) -H const.y 

C est une constante* 

G>mme on Ta vu (p. 378), cette équation reprësenie 
une épicjcloïde que l'on peut décrire en faisant rooler un 
cercle mobile dans l'intérieur d'un cercle fixe décrit da 
centre des forces comme centre avec un rayon ^1 a 0. 

Si la force centrale éuit répulsive, on arriverait à l'é- 
quation 

P« = C»(r« — «>), 

qui représente une épicjrcloïde dont le cercle générateur 
roule extérieurement sur le cercle fixe. 

Au reste, si Ton veut obtenir Téquation de la brachis- 
tochrone dans le système des coordonnées polaires ret 0, 
il suffit de remplacer P par sa valeur 



d9 f ,€iB*\'^ 



d'intégrer et de déterminer les deux coustantes par la 
condition que la courbe passe aux deux points donnés. 
EuLEE, Mechan,f t. II, p. 191. 

Le problème suivant se ramène au mouvement d'un 
point matériel sur une courbe fixe. 
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l(t. Vh point matériel est attaché à Vextrémité d^un 
fil sans masse^ situé dans un plan horizontal et parfaite^ 
ment uni. Déterminer le mouvement du point lorsque 
Vautre extrémité du fil est entraînée sur une courbe 
donnée y avec une vitesse connue, et que le fil reste tou-* 
jours tendu. 

Pour résoadre ce problème, nous allons d'abord déter- 
miner le mouvement du point relatÎTement à rextrëmité 
du fil \ ce sera le mouvement d'un point matériel sur un 
cercle fixe. Ensuite il nous sera facile de passer au mou- 
vement absolu par les formules de la transformation des 
coordonnées. 

Diaprés le principe du mouvement relatif, nous devons 
considérer le point comme sollicité par une force accélé- 
ratrice F, égale et contraire à celle qui serait capable de 
produire le mouvement réel de Textrémité considérée 
comme fixe, si cette extrémité était un point matériel 
libre. 

Peemieu cas. — U extrémité du fil décrit une ligne 
droite d'un mouvement uniforme. 

Ici F = o ; par suite le point matériel tourne d'un mou- 
vement uniforme autour de Texuémité du fil. 

Soient / la longueur du fil, » sa vitesse angulaire et u 
la vitesse de l'extrémité qui parcourt une ligne droite. 

Si II = /a>, le point matériel décrit une ejrcloïde dans 
son mouvement absolu; le rayon du cercle générateur 
est /, ce cercle roule uniformément sur la directrice. 

Si u _^ "9 le point matériel décrit dans son mouve- 
ment absolu une cycloïde allongée; c'est-à-dire que sa 
trajectoire est celle d'un point pris sur le prolongement du 
rayon d'un cercle qui rouk sac une droite. Id 1% distaiic« 
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du point décrivant ao centre du cercle est 2, le rayon est r, 
et le cercle roule d'un mouvement uniforme. 

Si li _ j le point matériel décrit dans son mouve- 
ment absolu une cjrcloïde raccourcie^ c*est-a-dire que sa 
trajectoire est celle d'un point pris sur la longueur du 
rayon d'un cercle qui roule sur une droite. Les autres 
eirconstances du mouvement sont les mêmes que dans 
rhypothèse précédente^ si ce n'est que r est plus grand 
que /. 

Deuxième cas. — V extrémité du fil décrit une ligne 
droite d^un mouvement uniformément accéléré. 

Ici la force est constante en grandeur et en direction ; 
par conséquent le mouvement relatif du point matériel 
sera de même nature que celui du pendule simple. 

Troisième cas. — V extrémité du fil décrit une cir^ 
conférence d'un mouvement uniforme. 

Soient c le rayon de cette circonférence, a la vitesse 
angulaire avec laquelle elle est décrite, et l'angle que la 
direction du fil fait avec le rayon p. Nous r^arderons 
l'angle comme positif lorsqu'il sera décrit dans le sens 
de la vitesse a. 

Ici la force F est parallèle au rayon de la circonférence 
décrite par l'extrémité du iil; son intensité est a*p; sa 
projection sur la tangente à l'arc décrit par le mobile dans 
son mouvement relatif est — a'p sind; l'arc décrit à l'é- 
poque t est /(a< + d — 60)9 60 désignant la valeur initiale 

de 6. Si Ton porte ces valeurs dans la formule — = S 
(p. 358), il vient 

Cest l'équation qui représente le mouvement du pen- 
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dale simple quand on suppose que la gravité est égale 
à a* p. Le mouvement relatif au rayon de la circonférence, 
décrite par Textrémité du fil sera donc de même nature, 
que celui du pendule. 

L'équation admet la solution particulière 

= const. = 0». 

Ainsi, quand la vitesse angulaire initiale du point maté- 
riel est égale à celle de l'autre extrémité du fil, ce point 
décrit un cercle d'un mouvement uniforme dans son mou- 
vement relatif et aussi dans son mouvement absolu. Le 
rayon de ce dernier cercle est 



v//'-t- r=»— 2/rcose,. 

Toutefois ceci suppose que la résultante des deux forces 
centrifuges qui naissent du mouvement relatif et du mou- 
vement absolu tend à éloigner le point matériel de l'autre 
cxtrémilé du fil. Cette condition serait inutile si le fil 
était remplacé par une tige rigide et sans poids. 

Le premier cas que nous avons examiné fut le sujet 
d^une controverse entre Fontaine et Clairault. Fontaine 
admettait que le fil devait être constamment dirigé sui» 
vant la tangente à la trajectoire; Clairaut rejetait cette 
hypothèse. En réalité, elle suppose que la force d'inertie 
est détruite à chaque instant^ cela aurait lieu si le mou- 
vement du point matériel était produit par une suite de 
chocs diriges dans le sens du fil, et que la vitesse acquise 
fût détruite à chaque instant par le frottement contre le 
plan. La courbe décrite dans l'hypothèse de Fontaine se 
nomme tractoire. Sa recherche est une question de Géo- 
métrie. 

Claieault, Mém. de VAcad. des Se, de Paris , 17861 p. l. 

EuLBE, Nopa Jeta Jead. Peirop,, 1784» 

17. Deux points pesants égaux ^ assujettis à se mou» 
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voir sur la circonférence d'un cercle vertical^ partent 
d^un même point auec des vitesses égales^ mais à des m- 
stants d^érents. Démontrer çue la ligne qui les joint 
après un temps quelconque enveloppe un cercle. 

Soit L une droite horizontale située au-dessus du point 
de départ à la hauteur qui produirait la vitesse initiale. Les 
carrés des vitesses des deux mobiles au même instant sont 
proportionnels aux distances de ces points à la droite L. 
Les mêmes vitesses sont proportionnelles aux disunces 
des mobiles au point de contact de la droite qoi les joint 
avec son enveloppe \ car on voit aisément que, lorsque deux 
cordes d'un même cercle font entre elles un angle infini- 
ment petit, le rapport des segments déterminés sur Fane 
d'elles par leur point d'intersection est égal au rapport 
des petits arcs compris entre les deux cordes. Ainsi, les 
distances des deux mobiles i la droite L sont à cbaque 
instant proportionnelles aux carrés des distances entre les 
mêmes mobiles et le point où la droite qui les joint touche 
son enveloppe. 

De là il résulte que la courbe enveloppe est un cercle, 
lequel a la droite L pour axe radical ('*') conjointement 
avec le cercle donné. 

En effet, soient /ti, m' deux positions simultanées des 



( * ) L*axe radical de deux cerclée eet la droite qui pesée par lean deax 
points d'interseclioD ; cette droite est réelle, lors même que les intersee- 
tioos sont ima^naires. SI lee deux cercles sont représentés par les éqna* 
tioni 

l'axe radical sera défini par Téquation 

aiax = a*-i-a* — ft*. 

Cette droite Jouit d*un grand nombre de propriétés, parmi leaqueOes 
nous citerons la suirante : les tangentes menées d'un même point de Taxe 
aux deux cercles sont égales et, par conséquent, les produite dee i 
déterminés sur deux sécantes sont égaux. 



BYnàMt^jo» 3gS 

mobiles $ A le cercle donné; A' oa cercle tangent k k 
droite mm' et tel , que Taxe radical des cercles A, Èf 
soit la droite L\ dla distance des centres des deux cer- 
cles ^ i le point de contact entre la droite mm' et le eer« 
de A'; mh^ m' h' des perpendiculaires ahaÎMifes dem^mf 
sur la droite L; i» le second point où la droite mh coupe 
le cercle A ; p, ^ les points où la même droite conpe le 
cercle A'. 

On a, d'après les propriétés de l'axe radical, 

mi* z=z mp. mq == ( V — ^"^j l ^^ — ^"^ ) 

= hm\hm — hp — hq -^ hn) = a^.AjR* 

et de même 



d'où 



m'i^=i9Ji'm' 



mh 



m' h' néi 



Or noQS ayons déji prouvé que, si Ton désigne par i le 
point de contact de la droite rnni avec son enveloppe, on 
a la relation 

mh mi 

donc les points î, H se confondent, c'est-à-dire que la 
droite mm' est encore tangente au cercle A' dans une se- 
conde position infiniment voisine de la première. Il s^en- 
suit qu'elle est tangente au même cerde dans toutes ses 
positions successives. 

Si le mouvement est oscillatoire, le cercle enveloppe 
coupe le cercle donné. Si le mouvement embrasse une ré- 
volution entière, le cercle enveloppe est intérieur ou ex- 
térieur au cercle donné, suivant que le mouvement des 
deux points est de même sens ou de sens contraire; dans 
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œ dernier eas, nous sapposons que les deux mobiles ne 
se heurtent point. 

Partageons le temps d*Dne révolution complète en in- 
terralles ^ox, et lançons nn point a chacun de ces in- 
tenralles. Les cordesqni joignent au même instant chacun 
de nos mobiles avec les mobiles adjacents enveloppent 
tontes un même cercle. De là résulte ce théorème de Géo- 
métrie : Si Von peut construire un polygone de n côtés 
inscrit dans un cercle donné et circonscrit à un second 
cercle donné j la construction peut s'effectuer quel que 
soit le point du cercle extérieur que Von prenne pour 
premier sommet. 

La propriété du mouvement circulaire qui nous occupe 
ici est l'interprétation mécanique d'une propriété des 
fonctions elliptiques signalée par M. Jacobi, dans le Jour- 
nal de M. lÀouville^ t. XI, 1846, p. 101. Celte même 
propriété est démontrée géométriquement dans la Géo^^ 
métrie supérieure de M. Chasles, p. 583. 

The Cambridge and Dublin Matkematieal Journal^ 
1854» febr.yp. 7« 

18. Deux points matériels égaux, qui s'attirent en 
raison inuerse du carré de la distance, sont obligés de 
se mouuoir sur deux droites rectangulaires. Trouver le 
temps nécessaire à chacun des mobiles pour arriver à 
V intersection des deux droites y en supposant qu'ils par' 
tent du repos. 

Le temps cherché est le même pour les deux mobiles; 
si Ton nomme a la distance mutuelle des mobiles à Tinstant 
où le mouvement commence, et \l l'attraction à Tunité de 
distance, sa valeur est 
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Aa reste, quelle que soit la loi d Vtraclion, pourvu 
qu^elle ne dépende que de la distance, les deux mobiles ar- 
riveront en même temps k Finlersection des deux droites* 

i9. Deux points pesants égaux et de même élasticité e 
sont placés sur un cercle vertical de part et d^ autre du 
diamètre vertical^ à 60 degrés de distance de son ex- 
trémité inférieure; au même instant on les abandonne 
à leur poids pour les laisser se mouuoir sur la courbe jus^ 
quà ce qu'ils aient épuisé toute leur vitesse par V effet 
de leurs chocs successifs. Déterminer la somme des cordes 
de tous les différents arcs que chacun des mobiles va par* 
courir. 

Cette somme est 



a désignant le rayon du cercle. 

20. Une petite bille parfaitement élastique, abandon- 
née sans vitesse initiale sur un plan incliné, parcourt 
une longueur donnée^ puis rebondit sur un plan hori- 
zontal qui fait suite au premier plan. Trouver quelle 
doit être VincUnaison du plan pour que la portée du 
bond soit un maximum. 

L'inclinaison du plan sur l'horizon doit être 
arcsiiiy/|- 

21 . Un point pesant glisse sur une droite inclinée. On 
demande quelle doit être l'inclinaison de la droàepour 
que le chemin horizontal parcouru dans un temps donné 
soit un maximum. 

L'inclinaison doit être de 45 degrés. 
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S2. «Sur un plmn karizontal et parfaitemekt uni, un 
fil tfè^-'diUé est atiachépar l '»/i de ses bouts au eontomr 
iTun eerelefixe situé dans le même plan, et porte à 
Vautre bout un point matériel. Le fil étant tendu ni- 
uant une tangente au cercle^ on imprime au point ma- 
tériel une vitesse donnée perpendi c ulaire à la direction 
du fil y de sorte que celui-ci s^ enroule sur la circonfé^ 
rence du cercle. Déterminer la vitesse du point àunin^ 
stant quelconque et le temps qu!il emploiera pour at- 
teindre la circonférence* 

Soient /3 la TÎtesse imprimée, b la longaear da fil, 
a le rayon du cercle, i^ et T la vitesse et le temps cher- 
chés. 

On trouve 

23. Un fil très-délié est attaché par Vune de ses extré- 
mités au contour d^un cercle fixe sàué dans un plan 
vertical, et porte un point pesant à son autre extrémité* 
Le fil étant tendu suivant une tangente au cercle, on 
imprime au point une vitesse donnée perpendiculaire à 
la direction du fil^ en sorte que celui-ci s^ enroule sur la 
circonférence du cercle • Déterminer la vitesse du point 
en un lieu donné, et la condition nécessaire pour que le 
fil entier s'enroule sur la circonférence. 

Admettons, pour nous fixer, que le fil soit primitive- 
ment dirigé suivant la tangente au sommet du cercle. 
Nommons 9 l'angle décrit par le fil, et cmiservons pour 
le reste la notation du problème précédent. 

On obtient Téquation 

p«= p» -h 2^[(* — fl#)sin$ 4- tf (f — cos^)]. 
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Elle représentera le mouvement, tant que 

restera positif. 

Enroulons le fil en le maintenant tendu, jusqu'à ceque 
Tangle décrit 6 étant arrivé au troisième quadrant, la quan- 
tité a tangd soit égale k trois fois la longueur du fil qui n'est 
pointenroulé. Alors arrêtons-nous, mesurons la hauteur h 
du point matériel au-dessus de la tangente au sommet du 
cercle, ainsi que la hauteur H du même point an-dessus 
de Thorizontale qui passe par l'extrémité inférieure du 
fil tendu en ligne droite. Pour que le fil entier s*enroule 
sur la circonférence, il faut que la vitesse initiale soit 
égale ou supérieure à ^g'(H-i- aA). Cela revient a dire 
qu'il suffit que la vitesse initiale soit capable de faire fran« 
chir la position dans laquelle nous avons amené le point. 

24. Un point matériel^ attiré vers un centre fixe pro* 
portionnellement à sa distance, est lancé d'un point 
donné, avec une vitesse connue y le long d'une courbe 
sur laquelle il doit se moui^oir, et qui est de telle nature, 
que la vitesse angulaire du rayon vecteur reste con-^ 
stante. Trouver Véquation de la courbe. ' 

Prenons le centre d'attraction pour origine des coor- 
données polaires r et 0, et nommons a la valeur initiale 
de r correspondante à = o, ^ la vitesse initiale, fi' l'at- 
traction à Funité de distance et &> la vitesse angulaire. 

Il vient 

— arc cos I ( -f- -\ au 

Eom, Meeia»., u H, p. t38. 
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25. Troui^er les courbes tautochrones pour un point 
matériel qui est attiré vers un centre fixe en raison in- 
verse du carré de la distance. 

Si Ton conserfe les notations du problème ii, il vient 

P'=:r»-..^(r-c). 

EuLKEy Mechan.^ t. n, p. 209. 

96. On donne une série de cercles tangents en un 
même point A et dont les centres sont situés dans la 
même direction AO-, on place un point matériel au 
point A, eZ on l'abandonne sans vitesse initiale à l'at- 
traction du centre fixe O. Quelle doit être la loi de Vat- 
traction^ fonction de la distance, pour qu^un cercle 
étant choisi à volonté ^ le mobile emploie le même temps 
à parcourir chacune des cordes sur lesquelles on l'assu- 
jettirait successivement à se mouvoir? 

On trouve que Pattraction doit être proportionnelle à 
la distance ; toutefois le centre du cercle ne doit pas être 
situé au delà du centre d'attraction, sinon le mobile oe 
pourrait pas parcourir toute la corde. 

On peut supposer le centre d'attraction situé à Tinfini ; 
alors la force est constante en grandeur et en direction, 
et l'on retrouve ce théorème de Galilée : Pour un point 
pesant assujetti à se mouvoir successivement sur plu- 
sieurs droites issues d 'un même point et situées dans un 
plan vertical, la courbe synchrone est un cercle dont le 
sommet est à^V origine des droites. 

RisPALy Journal de M. Uouville, 1847» ^' ^^9 P* ^^^■ 

27. On a une série de cyclotdes issues d^un même 
point et qui ont une même base horizontale^ un point 
pesant est placé sans vitesse initiale à Vorigine com* 
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mune et asêvjetti successivement à décrire les différentes 
courbes. Déterminer la courbe synchrone, et proui^'er 
qilelle coupe à angle droit toutes les cycloïdes» 

Prenons Forigine des courbes pour origine des coor- 
données, et la verticale dirigée dans le sens de la pesan* 
leur pour axe des x ; nommons r le temps de la descente 
et a le rayon du cercle générateur de Tune quelconque 
des cycloïdes. L'équation de la courbe synchrone i^ésultera 
de l'élimination de a entre les deux équations 



■=^l 



a — X a — X /- 
arc cos 9 y=-a arc cos y 2 



On peut la construire par points d*uue manière assez 
simple. 

Jean BEmirocLLiy Acta erud,y lips., i(397> p« 206. 

28. Trous^r la brachistochrone pour un point ma-- 
tériel attiré vers un centre ^xe en raison inverse du 
carré de la distance. 

Conservant la notation du problème 15, on trouve 

r 
EuLKB, Meehan.^ t. Il, p. 191. 

29. Dn poids pesant est abandonné sans vitesse ini^ 
tiale sur r extrémité d'une cycloïde dont la base est ho* 
rizontale. Montrer que, si Von considère le point mobile 
comme lié au cercle générateur de la cycloïde, ce cercle 
roulera sur la base avec une vitesse angulaire constante 

et égale à i/-j a désignant le rayon. 

30. Un pentagone ABCDE est situé dans un plan 
vertical, le côté inférieur CD est horizontal . Montrer 

I. 9* «DIT. 26 
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que les temps ifui'un point pesant emploieraii à descendre 

le long des droites BC, AC, EC forment une progression 

géométrique. 

31* Supposons une hyperholc équilaîère dont Vaxe 
transt^erse est vertical, et une circonférence décrite sur 
cet axe comme diamètre;^ 

La somme des carrés des temps qu'un point pesant 
met à descendre le long des deux droites qui joignent un 
point quelconque P de la circonférence à deux points 
de Vhjrpefbole situés sur une même horizontale, est in- 
dépendante de la posàion du point P sur la circon- 

g 
férencei elle est égale au produit de - par la distance 

de Vhorizontale au centre de la courbe. 



SECTION IL 

PRESSION EXERCÉE SUR UHE COURBE PJLINB PAa UN POIBT 
MATÉRIEL EU MOUVEMENT. 

Un point matériel est assujetti à rester sur une courbe 
fixe et plane. Soient : 

R la réaction de la courbe sur le point ; 

X, Y les composantes des forces motrices suivant les 
axes; 

N la composante normale des forces motrices estimée 
en sens contraire de la réaction; 

p le rayon de courbure. 

La masse étant égale à l'unité, on a 

R — Y— — X-j^d:- ~=Nd: — 

ds ' as ^ dt^ p 

On prend le signe supérieur quand le point se ment sur 
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le c6të concave de la courbe, ei le signe inférieur quand 
il se meut sur le c6lé convexe. 

Cette formule fut donnée en premier lieu par l'Hôpi- 
tal {*)^ h Toccasion du problème de la courbe d'égale 
pression. 

1 . Un point matériel, assujetti à rester sur le côté 
concayfe d^une hyperbole, se meut sous Vaction des deux 
foyers qui V attirent en raison inverse du carré de la dis-- 
tance. Déterminer la réaction exercée par la courbe. 

Soient : 

fÂj y! les attractions des foyers à l'unité de distance; 

r, r' les deux rayons vecteurs ; 

Toy r\ leurs valeurs initiales; 

a, h les deux demi*axes \ 

f l'angle que le rayon r fait avec la tangente à la courbe \ 

1^0 la vitesse initiale. 

Nous supposons que le mobile parcourt la branche voi- 
sine du foyer auquel se rapportent les lettres dépourvues 
d'accent, et s^ approche du sommet. 

Nous avons 

en outre la Géométrie nous donne 

(*) Mémoires de V Académie des Seiemcesde Paris i 1700, p. g. 

(***) Cette relation consiste en ce que la corde du cercle de courbure qui 

coïncide afec le rayon r est égale à • On peut la démontrer aisément, 

soit par Vanalyse, soit de la manière suivante. 

nommons 6, $' lea angles qae deux rayons Tecteurs, r, r^ menés an 

26. 
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par conséquent, 

OU, d'après la relation r' — r = aa = r| — r^ , 

Si la vitesse initiale est nulle, et qu'à Torigine Ju mou- 
vement les deux attractions soient égales, 

t — ^' 

alors la réaction est nulle, c^ est-à-dire que le mobile, s'il 
était libre, décrirait encore Thyperbole. 



même point m, font avec la direction du centre, et i l'angle de la normale 
au point m arec une normale infiniment Toisfne. 
Mous afoni 

di 
|»=-7t 9\nyisz=.rd9=^r'd9*»^ 

De plua, quand lea deux oôtéa d*nn angle tournent en aena contraires de 
quantités représentées par 49 et à9', la bissectrice de cet angle tourne de 

■ iffl dû' 

la quantité ;—— 1 quelle que soit d'aUleura la translation du sommet; 

donc 

d9^d0' 
a 
On tire de ces équations 



g ^rr' _ rr' 

r r 1 I r' — r "" a 



La même formule subsiste pour Pellipse; pour la parabole elle devient 
/isin^as^r. 
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On voit que dans tous les cas la réaction est inverse- 
ment proportionnelle au rayon de courbure. Cette cir- 
constance se présentera toutes les fois que, sans rien 
changer aux forces motrices, on pourra disposer des cir- 
constances initiales, de manière que le mobile décrive 
librement la courbe donnée. 

En effet, dans la valeur 

as as ^ 

les données initiales n'influent que sur un terme constant 
qui fait partie de p* \ d'où il résulte que, si Ton a R = o 
pour de certaines données initiales, pour d'autres données 

on aura 

^ const. 
R~ • 

P 

2. Déterminer dans un plan vertical une courbe 
telle, qiCun point pesant assujetti à descendre le long 
de cette courbe exerce à chaque instant une même 
pression. 

On donne la pression R, la vitesse initiale v^ et Fangle a, 
que fait la verticale avec la tangente à la courbe au point 
de départ. 

Soient pris Torigine au point de départ et Taxe des x, 
dirigé dans le sens de la pesanteur. 

On a 

^ ds f- 

et, si Ton prend l'arc s pour variable indépendante. 

£ d\x , dx^^ • 

p "" c// • ds ' 
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Éliminakit i^ et p, il nous Tient réquation 



= Vî»^' + «'î-:7T-+ 



qui a pour intégrale 

- ^2^x-*- pj = ^2^*+Tj — 4- const« 

La constante se détermine par la condition qu'à Tori- 

dx 
gîne ^ soit égal à sina^ ainsi 

dy R p, R — ^sina 

Introduisant la coordonnée x au lieu de Tare 5, et posant 
- = A, - (R — ^ sin«) = B, cl ^gx 4- pJ = »% 

on arrive à T équation 

(A»-~B)grfa 



ff^J^ = 



v/(i — A')»> + 2AB2 — B» 



qui peut sMntégrer en quantités finies, mais dont Tinté- 
grale est trop compliquée pour avoir quelque intérêt. 

Le problème de la courbe d'égale pression pour un 
mobile sollicité par la seule force de la pesanteur fat 
proposé par Jean Bemoulli (^), et résolu par THôpital (^). 
Commerc. epistolic, LeibnUzii et BernouUi, epbt. vii. 

3. Sur une courbe située dans un plan "vertical on 
lance un point pesant assujetti à la parcourir, et Von 
demande de déterminer la courbe de manière que la 



i*) Àcta erud,, «uppl., t. U, aeeU vi, p. 991. 

(**) Mém. de l'Àcad, des Sciences de Paris, 1700, p. 9. 
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pression soit proportionnelle à la /i**"" puissance de la 
distance à Vhorizontale d*oii le mobile aurait dû des-* 
cendre pour acquérir au point de départ la vitesse qu^on 
lui a donnée. 

Prenons pour axe des y Thonzontale dont il s^agit, 
pour axe des x la verticale dirigée dans le sens de la pe- 
santeur, et nommons Kx" la pression à la distance x. 

Nous avons 

L'intégrale est, sans constante, 



d'où 






2/1 • 



3 



ou, si Ton pose :^ = a, 

(À) ±[(2/i -4- !)*«»-. ««-l'i/j^ Jfrfr. 

Ainsi on arrive à une différentielle binôme qui, comme 
l'on sait, peut s'intégrer sous forme finie toutes les fois 

que — est un entier, ou un entier augmenté de -• 
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Si Ton arait ajouté one constante dans FintégratiOD, 
Fëquation finie de la courbe n*aurait pu s'obtenir <jae 
dans un très-petit nombre de cas, outre ceux que nous 
avons indiqués. 

Examinons quelques cas particuliers. 

71 =: I. — On trouve un cercle qui a son centre sor 
Taxe des j et dont le rayon est égal i 3 a. 

/» = — I . — On trouve une chaînette 

n r= ~ • — On trouve une cjrcloïde dont la base est 

Taxe des jr et qui a le rayon de son cercle générateur 
égal i aa*. 

n=a. — La formule (A) devient Téquation de la 
courbe élastique de Jacques BemouUi (*), ainsi nommée 
parce qu'elle représente la figure d'un ressort en équi- 
libre sous Taction de certaines forces. 

Dans ce cas Tinlégrale dépend des fonctions elliptiques. 

YABiGiroNy Mém» de rAead^ des Se. de Paris, 17 lo, p. i5g. 

4. Un point matériel assujetti à rester sur une courbe 
donnée se meut sous faction d^ une force de direction 
constante. Trouver quelle doit être la loi de cette force, 
pour que la pression exercée sur la courbe soit la même 
en chaque point. 

Prenons Torigine sur la courbe au point ou le mouve- 
ment commence, et l'axe des x parallèle k la force dont 
on cherche l'expression. Soient X cette force, v^ la vitesse 
à Torigine et K la pression constante. 



( *) Àcu erud.f Lips., 1694, p. 373; 1695, p. 538. 



DYNAMIQUE. 4^9 

Nous ayons 

dr V» 

K:=:X/-h-l 

as p 
Éliminant /9 et (^, il vient 

et si nous intégrons après avoir multiplié par -j- ds, 

Soit p la dérivée ^ tirée de Féquation de la courbe. 
L'équation précédente peut s'écrire 

sous cette forme, sa difTérentielle relative k x nous donne 
Texpression de la force cherchée, 

(B) x=:-^.-.,.--^(J^-Hcan.t.). 

La constante se détermine en posant x = o dans Té- 
cpialion (A) \ elle est donnée par Téquation 

lorsqu'on y fait x = b. 

Supposons que la courbe donnée soit la parabole 
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il suffit de poser p = — dans les équations (B) et (C), 
et Ton obtient 

-fs[-(-'S)(-<sr]- 

Si la courbe donnée était la cjrcloïde 



r =r aarccoa 

a 

on trou?erait de la même manière 



=!v/?- 



Dans ces deux cas particuliers la force est indépendante 
de^ la vitesse initiale. 

EuLKA, Mechan,^ t. Il, p. loi et suiv. 

8. En un lieu donné sur le côté connexe d*unc ellipse 
dont le grand axe est vertical, on pose un point pesant^ 
puis on r abandonne à son poids. Déterminer le point 
oit le mobile abandonnera la courbe. 

Prenons Torigine à Textrémité supérieure du grand axe 
et l'axe des x dirigé dans le sens de la pesanteur. Soient 
a a le grand axe, ai le petit axe et x^ l'ordonnée initiale. 

L'ordonnée correspondante au point cherché est déter- 
minée par Téquation 



\ a'J \a* a*) a' a a' 



a 



Si Tellipse se réduit à un cercle de rayon a, Téquation 

deyient 

a — X, 

'-'•=-3— 

FoiTTANAy Memorie délia Sodetà Italianaj 1782, p. 175. 
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6. On suppose un cercle vertical et un point pesant 
situé dans son intérieur^ du sommet on lance le point le 
long de la courbe a^ec une vitesse donnée, et l'on de^ 
mande la pression qu*il exerce sur la courbe. 

Soient a le rayon, %f^ la vitesse initiale et l*angle au 
centre décrit par le mobile. 
On trouve 

R = -iH-g'(2— 3cos0). 



a 



Si la vitesse initiale est telle, qu^au premier instant la 
pression soit nulle, alors v\ = ag, 

R==3^(i — cosO), 
et lorsque == tt, 

c'est-à-dire que le mobile arrivant au bas du cercle exerce 
une pression six fois égale à son poids. 

EuLXB, Âîeehan.f t, II, p. 65, coroll. vn. 

7. Un point matériel, assujetti à rester sur une ellipse 
convexe, se meut sous l* action de trois forces : la pre- 
mière est dirigée vers le centre et proportionnelle à la 
distance^ les deux autres sont dirigées vers les foyers et 
inversement proportionnelles au carré de la distance» 
Déterminer la réaction de la courbe sur le point. 

Soient /x, fx', fn" les attractions des foyers et du centre 
à Tunité de distance, a le demi-grand axe. Va la vitesse 
initiale et r«, r\ les distances initiales aux foyers. 

On trouve 

Or, si Ton nomme u^, y\^ y\ les vitesses initiales quMl 
faudrait imprimer au mobile supposé libre pour qu'il dé- 
crivlt Tellipse sous Tinfluence de chacune des trois forces 
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prifte isolément, on a 

par conséquent le mobile décrira librement la coorbe 
sous Tinfluence des trois forces réunies, quand on aura 

Cela résulte de la remarque faite au problème 1 (voir 
p. 34^ ) prob. 19). 

Notre formule première et la remarque citée nous 
donnent immédiatement un théorème général qui tnmve 
ici son application. 

Si plusieurs masses m^ m', m'', etc., respectivement 
soumises à V action des forces F, F', F^, etc,, et partant 
d'un même point A avec des vitesses v^, u\ , v\ , efc, 
de grandeur différente mais de même direction, décrient 
la même courbe AGB ; la masse quelconque M, soismise 
à l'action de la résultante des forces F, F', F*^, etc., et 
partant du point A avec une vitesse Vo ç^anl la même 
direction que les vitesses v^^ v\j v\^ cte., décrira en^ 
core la courbe ACB, pourvu que lesforcesF^F'j F"', etc., 
soient indépendantes du temps, et que la force "vive iiif- 
tiale M\\ de la masse M soit égale à la somme 

des forces vives initiales des masses m, m\ m', e/c. (*). 

En effet, considérant chacune des masses m, m', m^,..., 
M comme assujettie à se mouvoir sur la courbe ACB, 
nous aurons, pour chacune des premières masses, une 
équation de la forme 

eis as p 

(*) Onuii Btnaatt, Sommai de if. liowUle, t. DL, p. 11 3. 
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Ajoutant toutes oes équations, la somme des seconds 
membres représentera la réaction de la courbe sur la 
masse M; or cette somme est nulle, par suite la masse M 
décrit librement la courbe. 

8. On a une ellipse dont le grand axe est vertical et 
un point pesant situé dans Vintérieur à Vextrémité du 
petit axe; on se propose de lancer le point verticalement 
de bas en haut, de manière gu après a%foir quitté la 
courbe il passe au centre. Déterminer la vitesse de pro^ 
jection. 

Si Ton nomme aa le grand axe, a& le petit axe et 
i^^ la vitesse cherchée, on trouve 






9. Sur une courbe située dans un plan vertical on 
lance un point pesant assujetti à la parcourir, et Von 
demande de déterminer successi\fement cette courbe : 

i^ De manière que la pression due à la seule force de 
la pesanteur soit proportionnelle à la n'^"" puissance de 
la distance actuelle du mobile à l'horizontale d*oà il 
aurait dû descendre pour acquérir au point de départ la 
vitesse qvCon lui a donnée; 

a® De manière que la pression due à la force centri" 
fuge soit proportionnelle à la n'^"" puissance de la même 
distance; 

3^ De manière que la pression due à la force centri- 
fuge soit dans un rapport donné n ai^ec la pression due 
à la pesanteur. 

Prenons Taxe des x dirigé dans le sens de la pesan- 
teur, et l'axe des y dirigé suivant Thorizontale dont on a 
parlé. 
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i^ Soît Kx" la pression due à k pesanteur pour une 
distance x de Taxe des jr. Posons 

n vient 

2^ Soît Kx" la pression qni est due à la force centri- 
fuge et s'exerce à la distance x. Posons encore 

Il vient 

1 

3^ Soit a une constante arbitraire. 
Il vient 

Ces formules sont presque en tout semblables a la for* 
mule (A) du problème 3^ en sorte que ce dernier pro- 
blème et les trois questions qui nous occupent conduisent 
aux mêmes courbes, sauf de légers changements* 

Vaeignoit, jMém, de VAcad, des Se, de Paris j 171O1 
p. i56 et suiv. 

SECTION IlL 

MOUVEMENT O^UV POINT MATÉRIEL SUE UNE COUBBB 
PLANE nANS UK MILIEU RÉSISTANT. 

1, Proposons-nous d^ étudier le mouvement dUin 
point pesant sur une cycloïde dans un milieu dont la 
résistance est proportionnelle à la vitesse. Nous suppo- 
sons Vaxe de la cjrcloïde "Vertical et la concavité tournée 
en haut. 
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PresoBA l'origiiie an sommet de la courbe qui est le 
point le plus bas, et l'axe des x dirigé en sens contraire 
de la pesanteur. 

Nommons : 

a le rayon du cercle générateur; 
5 Tare de la cycloïde compté à partir du sommet; 
k la résistance du milieu pour l'unité de vitesse; 
c la valeur initiale de j; 
et admettons que la vitesse initiale soit nulle. 

Nous avons 

dp dx . 

dt ^ ds 
D'après les propriétés géométriques de la cycloïde, 

d'ailleurs, si l'on suppose que Tare décroisse quand la 

vitesse est positive, 

ds 
""^--di'^ 

il en résulte que l'équation première peut s'écrire 

On l'intègre parle procédé bien connu qui s'applique aux 
équations linéaires à coefficients constants. 
Substituante = Ce''S il vient 



*db 





r^ + kr-h 1 

4« 


— o, 


'•^ 


l'iu 


tégrale est donc 






(0 




fi 

H 



y/'-'. 
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Ici il convient de distinguer denx cas, snivant que le 
radical est réel ou imaginaire. 

Supposons d^abord le radical imaginaire, ou X: <^ v î 

c^est le cas le plus conforme à ce qui se passe ordinaire- 
ment dans la nature* 
Si Ton pose 



V 



?-/.>r=7, 



la formule (i) prend la forme 

il 
STz:e ^ ( Acos~-+-Bsin— j, 

dans laquelle A et B sont des constantes que nous déter- 
minons par la condition que, pour C = o, on ait 

ds 

Szzze et -— ir:: O. 
dt 

Il vient 

c — A et A-+--B = o: 

a a 

d'où 

(2) s=:zcc ^ |cos— -+--sin — )• 

Le temps T que le mobile emploie pour arriver aa 
sommet se tire de l'équation 

7T ^ . yt ^ 7T 7 

j — o, cos -î — I — sm ^— = o, tang - — = — ^» 
' 2 7 a ^ a A 

Cette valeur de T est indépendante de la position initiale, 
et la même particularité se présente dans le second cas 
que nous examinerons plus loin ; par conséquent, la gr* 
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cloikie est iauiùchrone dans un milieu dont la résistance 
est proportionnelle à la vitesse {*)• 

Admettons pour un instant que la résistance A' soit 

très-petite. Alors — sera très>peu supérieur à -, en 

sorte que, si Ton pose 



7T ir 

1 1 



et» par suite, 



laog5L-^tang^^4-«j = 



tang u k^ 

on aura sensiblement, en remplaçant dans la valeur de T 
upar tan^n, et négligeant les puissances de - supérieures 
à la première, 

=-[v1-îKi)'-]*-(r?'--) 

=-v1 






S 

Ce temps est à peu près celui de la demi -oscillation des- 
cendante qu'un pendule cycloïdal exécute dans l'air lors* 
qu'on récarte légèrement de la verticale; il est un peu 
pins considérable que pour le pendule oscillant dans le 
vide. 

La formule (a) nous donne 



dt~^ ~ a 



(7-')""?' 



(*) Cette propriélé de la eye1o!de était connue de Newton 1 Ptimci^, 
llb. U, prop. a6. 
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ainsi la vitesse est nulle, et le mobile cesse de monter 
pour commencer à descendre anx ëpocpies 

nie 4^ 6* 
7 7 7 

n suit de là que la durée d'une oscillation entière est 

égale à — • Si la résistance A: est peu considérable, cette 

7 
durée est sensiblement la même que dans le vide^ car 

2ir 2ir L /« ' „ /«\ * I 



7 



iî-'-ï 



= à peu près air ^-• 



Substituant dans la formule (2) les valeurs de t pour les- 
quelles 1^ s'annule, on obtient les amplitudes des demi- 
oscillations successives, 

<r, ce ^ , ce ^ , ce ^ , . . . . 

Ces arcs décroissent en progression géométrique, et ils 
sont tous parcourus deux fois, sauf le premier; d'où il 
suit que le chemin total parcouru par le moUle avant 
d'arriver au repos est 

k k 

C-t-2C -— =C» 



A k 

1 — tf y e^ 



v»o..™«.».a.„:..„a^V^ç«.^, 



*>t/f- 
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Soit 

La formule (i) devient 

s=iCe ' -hCe ' . 

On doit déterminer les constantes C, C par la condition 
que, pour f = o, on ait 

ds 



s^c, ^ = 0; 



alors on trouve 



Cette valeur de 5 ne s'annule que pour t = 00 ; par con* 
séquent le mobile ne dépassera pas le sommet de la cy- 
cloïde, et même il ne Fatteindra jamais. 
D'après la dernière équation, nous avons 

9=-l='-^{('-')«-'^'-(-v)r-?'] 



A-1 



Ces formules nous montrent que la vitesse croit depuis 
Tinstant du départ jusqu'à l'époque t donnée par l'é- 
quation 

e-7'=:T-T-^> ou r = -log2 ^• 

^"+"7 7^ — 7 

^7- 
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A partir de cette époque la vitesse décroît et conTerge 
Ters o. 

Enfin, si Ton suppose que le radical i/- — A* soit 
nul, on trouve, en recourant a Féquadon (A), 

k 






Ces formules nous montrent que le mobile ne peut dé- 
passer le sommet de la courbe, et s*en approche indéfini- 
ment sans pouvoir l'atteindre. La vitesse est un maximum 

i l'époque t= t' 

2. Déterminer le mouvement du pendule légèrement 
écarté de la verticale^ dans un milieu dont la résistance 
est proportionnelle à la vitesse. 

Soient a la longueur du fil, Tangle qu^il fait avec la 
verticale et k la résistance du milieu. 
On a 

^^^sinO-^., 

ou, si Ton remplace sinS par 9 et y par sa valeur — a ^j 

-— H- X — 4-^0 = 0. 
di* dt a 

Cette équation est tout i fait semblable k l'équation (A) 
du problème précédent, si ce n'est que l'arc s se trouve 
remplacé par l'angle 0, et le double du diamètre du cercle 
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générateur 4^ P^r Ia longueur du fil a. Sauf ces chaoge*- 
ments de noms, la discussion précédente s'applique mot 
pour mot. 

Ce problème donne la loi des pqtites oscillations du 
pendule dans Pair; car, lorsque la vitesse est très-petite, 
on peut sans erreur sensible admettre que la résistance de 
Tair est proportionnelle à la vitesse. Dans ce cas, la ré- 
sistance k est peu considérable; elle est inférieure a l/^; 

on peut même négliger son carré. Alors, comme nous 
Favons vu, la durée d'une demi-oscillation descendante est 
un peu plus considérable que dans le vide; mais la durée 
d'une oscillation entière est la même. 

Au reste, pour juger de Texactiiude de ces résultats, il 
suffit de réduire en nombres les formules rigoureuses don- 
nées dans le problème précédent. Nous nous servirons 
pour cela d'une expérience de Borda. La valeur initiale c 
de l'angle 6 était un tiers de degré environ, l'amplitude 
des oscillations diminuait à peu près en progression géo- 
métrique; après i8oo oscillations, elle n'était réduite 
qu'aux deux tiers de sa valeur primitive. 

Ainsi, en conservant les notations du problème précé- 
dent, on a 



3 

iSoo^ir ^^ 7 log-zi:: 7(0,40546). 



Remplaçons k par sa valeur tirée de l'équation 



Il vient 
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d'où l'on tire 

y i/- = 1,00000000^57. 
On Toit par là ^e la durée d'une oscillation est 



> 



I ,00000000267 

OU k peu près 



air i/ - {1 — 0,00000000257 ), 

ce qui ne difï^re presque pas de la durée d'une oscillation 
dans le vide, 

"sfr 

PoissoA, Traité de Mécanique^ 2* édit. t. I, p. 348* 

3. Déterminer le moui^ement du pendule dans un mi- 
lieu dont la résistance est proportionnelle au carré de 
la vitesse. 

G>nservons les notations du problème précédent. 
Nous avons 

* ' dt* dt^ a 

ou, ce qui est la même chose, 

d fdBY , fd^Y 2F . ^ 

Si l'on regarde comme la variable et^ ( ^ ) comme la 

fonction, cette équation est linéaire et du premier ordre. 
On l'intègre par la méthode connue. 



Substituant 



il vient 
et 

d^où 






a 



J a i + 4a*^* 

Nous déterminons la constante G par la condition que 
^ soit nul pour 8 = 05 alors 

\ZFr] ="7 — . / ,.ax [cosO + ag^sinO 

— (cosc4-2fl^sinc)tf""***(*-^)J. 

Cette formule nous permet de calculer les amplitudes 
des oscillations successives. En effet, soit — C| la valeur 
de Fangle à la fin de la première demi-oscillation ascen- 
dante: cette valeur devra vérifier l'équation 

(cosc, — aaX- sine, ) tf»«*^» — (cosr -t- aa^ sinc)r-'«*« = o. 

Si l'on développe les exponentielles suivant les puissances 
de A: et que Ton néglige le carré de cette résistance sup- 
posée très-petite, on aura 

cosc, — aaX' (sine, — C|C0Sc,) = cosc -f- :taÂ (sine — e cosc). 

La valeur de Ci qui vérifie cette équation diffère très-peu 
de c \ posant donc 
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nous pourrons négliger i* et Ard; nous aurons 

9%ine = ^aA [hïne — ccosc); 
d'où 

Ci=^c — -. — (sine — c coscU 
sinc^ 

Ce résultat ne suppose pas lés oscillations très-petites ; 
mais, si elles sont assez petites pour que Ton puisse né- 
gliger la quatrième puissance de c dans la valeur de c,, 
cette valeur se réduira à 

"' "" T"' 

Pour trouver la durée des oscillations, on peut ré- 
soudre Téquation (3) par rapport à dt^ puis intégrer; 
alors on obtient une expression de la forme 



r ÇF(B)dB. 



Cette intégrale u*cst point exprimable en quantités finies, 
au moins par les méthodes connues. On pourrait la cal- 
culer par approximation, mais il est plus commode d^ap- 
pliquer les méthodes approchées à Téquation primitive 
elle-même. C'est ce que nous allons faire en supposant 
les oscillations très-petites. 

Nommons encore c la valeur ini tiale de TangleS, qui sera 
très-petite, et admettons que la vitesse initiale soit nulle. 
Il est clair que Texpression cherchée de l'angle est une 
fonction continue de c et s'évanouit avec cet angle ^ par 
conséquent elle peut se développer en une série de la 
forme 

(3) e=^0,-t-l:'9,^-...; 

et cette série sera d'autant plus convergente que ç sera 
plus petit. Nous nous bornerons aux deux premiers 
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termes, qui sont bien suffisants pour représenter les ex* 
përiences les. plus délicates; toutefois la méthode sera 
générale. 

Substituons dans l'équation (i) les valeurs ^^"jj^ -^Ti 

etsînd que Ton tire de la formule (3) lorsque Ton né* 
glige les troisièmes puissances de c, puis égalons séparé- 
ment à zéro les coeiBcients de c et de c*. Il vient 

La première de ces équations nous donne l'intégrale 

Ô,r=::AcOsf/i/--f-BJ, 

dans laquelle les constantes A et B se déterminent par la 
condition que, pour t = o, on ait 



dB 



et, par suite (3), 

dQ, 
'•^"' lu 
On trouve ainsi 



, = co»(.y/i). 



Substituant cette valeur dans la seconde équation (4)» îl 
vient 

dt^ a % 2, \ y a J 

C'est une équation linéaire du second ordre, on l'intègre 
par la méthode que nous avons rappelée plus haut. Des 
exponentielles imaginaires s'introduisent, on les remplace 
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par des simu et des oosinos, et Ton croate coin 

(»,=Dco.(ry/f-HE) + ^ + ^co,(«y/iy 

D et E sont des constantes que Ton détermine de manière 
qne, ponr t = o, on ait 



G,=:o, — =o; 



alors on obtient 



(5) ' 



c'ak 
H ^5— cos 



("\^)- 



et 

(6); ^ '^ ^ 

caA sin 1 



-G'v/f)]- 



Ces valeurs vont nous donner la durée et ramiplitnde 
des oscillations; dans cette recherche, nous pousserons 
l'approximation jusqu'aux secondes puissances de c in- 
clusivement. 

La durée de la demi-oscillation descendante s'obtient 
en résolvant par rapport à t Téquation = o, dans la- 
quelle 6 est remplacé par sa valeur (5). Une première 
valeur approchée est 



ir , /a 



^=-1/- 



car cette valeur annule le terme qui est du premier dq;ré 
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par rapport à c. Posant donc 



ir fa 



on déterminera u par la méthode de Newton, qui con- 
siste à prendre pour u le quotient changé de signe de 
par s^ dérivée relative à t^ dans lequel on fait 



r=îr " 



On trouve ainsi 

cak . fa 1 2ca^\-' eak . fa 

B est inutile de prendre ici le terme en c' et de pousser 
l'approximation plus loin; car u doit évidemment chan» 
ger de signe avec A-, et comme dans toute la suite des cal- 
culs que l'on pourrait faire, c serait toujours accompagné 
du facteur A, il faut que u ne contienne que des puissances 
impaires de c. La durée de la demi-oscillation descen- 
dante est donc 

Pour obtenir la durée d'une oscillation entière, il faut 
résoudre par rapport à t Téquation (^ = o, dans laquelle 
t' est remplacé par sa valeur (6). En opérant de la même 
manière, on trouve, au même degré d'approximation, 

que cette durée est tt i/-9 comme dans le vide. 

Nous aurons l'amplitude de la première demi-oscilla- 
tion ascendante, si nous posons 

dans la valeur (5) de l'angle 6 changée de signe. Nous 
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trouvons 

d*où nous voyons que l'amplitude de la seconde demi- 
oscillation est plus petite que celle de la première, de la 

quantité -=-= — ? comme nous l'avons déjà trouvé par une 

autre méthode. 

Tous ces résultats coïncident à peu de chose près avec 
ceux que nous avons obtenus au proUème précédent, dans 
Thypothèse d'une résistance proportionnelle à la vitesse; 
les petites difTérences qui existent peuvent être attribuées 
aux valeurs différentes que le coefficient A- doit recevoir 
jdans ces deux hypothèses. 

Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que le 
corps du pendule était un point matériel sans volume. 
Dans la réalité, il ne peut en être ainsi. Comme un corps 
plongé dans un fluide y perd une partie de son poids 
égale à celui du fluide déplacé, le pendule se trouve dans 
le même cas que si la gravité, au lieu d'être égale à g^ 
était égale à g (i — p)'i p désignant le rapport de la den- 
sité du fluide à celle du corps. Par là on verra facilement 
que, d'après la seule considération de la perte de poids à 
l'état de repos, la durée des oscillations dans un fluide se 
trouve augmentée dans le rapport de l'unité à ^1 — p 
pour un même pendule, et la longueur du pendule simple 
se trouve diminuée dans le rapport de i — pk Tunité pour 
la même durée. 

De plus, Bessel a fait voir par l'expérience que la 
perte de poids est moins considérable pour un corps en 
repos que pour un corps animé d'un mouvement oscilla- 
toire. Il en résulte que, dans les résultats «.précédents, il 
faut multiplier p par un facteur f plus grand que Tunilé. 

Poisson a démontré,' dans son Mémoire sur'les mow*é' 
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ments simultanés d'un pendule et de Vair en%^iron'- 
nant (*), que le facteur^ est indépendant de la densité 
du pendule ainsi que de la densité et de la nature du 
fluide dans lequel il oscille. Pour le cas d*une sphère 
dont le diamètre est petit relativement à la longueur du 
pendule, il trouve 

Poisson, Traité de Mécanique y 2* édit., t. I, p. 353. 

4. Trouuer les courbes tautochrones pour un point 
pesant élans un milieu dont la résistance est proportion* 
nelle au carré de la vitesse. 

Soient : 

O Texlrémité des arcs qui sont parcourus dans le même 
temps ^ 

X la distance du mobile au-dessus de Thorizontale qui 
passe au point O ; 

s Tare de la courbe compté à partir du point O; 

h la hauteur à laquelle serait due dans le vide la vitesse 
que le mobile possède au point O ; 

k la résistance du milieu pour l'unilé de vitesse. 

On a 

ou, si l'on multiplie par ae~'*' et que Ton intègre, 



(0 prê- 



tât 



— 2^(/i— r r-'*'Jxj. 



Remplaçons 1^ par sa valeur — ^' ^^ posons 
(2) ii=: f e^dxi 



(* ) Mém. de l'Acûd, des Sciences de Paris, t. \I. 
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X sera une fonction de u, et comme s est une fonction 
de X, nous pourrons poser encore 

(3) tr*'ds = ff[u)du. 

JX vient alors 



^2^ ^k — U 

en sorte que le temps emj^Ioyë par le mobile pour arrirer 
au point O est 






Cette valeur de r doit être indépendante de h ; d^où il 

suit que la quantité comprise sous le signe / doit être 

de degré zéro par rapport k /i, u et du. Cela exige que 
Ton ait 

?(«) = --=, 

a désignant une constante. 

Substituons cette valeur dans l'équation (3), et inté- 
grons en observant que 5 et u sont nuls en même temps, 
n vient 





ïC 


— ir-*«) €--*'= 2 fl' 


du 
ds' 


Or, 


d'après l'équation (2), 








5r=^5r' 




par 


conséquent, 


dx 
a«»*T- = «»' — I 


• 
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D'un autre côté, nous arons 



a /•* du fca 



donc enfin Fëquation de la courbe tautochrone est 

(4) 4«r*T«^==,r»(.*'-.0, 

On peut obtenir la valeur de Tare parcouru pendant le 
temps U En eflet, soit s^ la valeur initiale de i*arc s. La 
formule (i) peut s'écrire 



-ji* 



€is^ r'* . dx 



et si nous remplaçons — par sa valeur tirée de l'équa- 
tion (4)9 il vient 

dt* ^^r^Jg ^ 

Posant 

cette ëcpiation nous donne 

2T dz 

ar z ni 

tz=^^ — arccos— 9 s = XtC0S — » 

1 — «^-*» = (1 — r-*»0 cos — , 
EoLBAi Comment. Peirop., 1739. — Meehan.^ t,II|p. Sga* 
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5. Proposons-noits de rechercher V expression la pbu 
générale de la force iangentielle dans le mom^meni 
tautochrone. 

Soient : 

O rextrémîté des arcs de la courbe taatochrone qai 
doivent être parcoanis dans le même temps t; 

F la résultante des forces tangentielles qui agissent sur 
le mobile au bout du temps f, compté a partir de Tin- 
staot du départ ; 

y la vitesse du mobile au bout du même temps; 

s l'arc qui lui reste à parcourir pour arriver an 
point O; 

a la valeur initiale de Tare s. 

On a 



-/:>■ 



et la courbe sur laquelle se meut le corps sera taato- 
chrone quand r sera indépendaht de a^ c^est-à-dire quand 
on aura 

r/T 



./.-^- 



Éliminons a des limites de l'intégrale. Pour cela, po* 



sons 



(i) Z=:uZ, 

en nommant z une fonction arbitraire de 5, qui s'annule 
avec s, Z la valeur de z pour j = a et u ime nouvelle 
variable. 
Soit de plus 

# = + («Z) 

la valeur de s que l'on déduit de Téquation (i). 
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Nous aurons 

"f {«Z)Z 



,^_ r'r{ui 



du. 



d 



DifTérentîon» par rapport à a, et souvenons-nous que v est 
une fonction de aetAe^ (uZ) ; il viendra 

^ Ç Ci^'(«70«ZZ' + f(iiZ)Z'].'- |^^^'(«Z)iiZ'-*.~j^'(iiZ)Z 

OU bien, remplaçant uZ par z et Zrfu par ~ dsy 

, P[rW^Z'+fcr)Z'].~[J./W.Z'H-^z]f(#)^^ 

^ — ^ / /{s,(T)ds, 

en représentant par/ (5, 7) le facteur de ^ sous le signe 
d'intégration. 

Pour que — soit nul, quel que soit a, il faut qu'en 



dr 


I 

"z 


i 


f v*;*** 


dij 




ce qu' 


on 


peut 


écrire 


N 









posant 



J /{s,fT)ds=B{s,fT), 



on ait 

ô(j, ff) = 0. 

Supposons que la fonction satisfasse à cette condition. 
Nous pourrons remplacer dans Téquation (a),y*(j| a) par 

6^ (^, 9) et ^ par la râleur trouvée précédemment ; alors, 

si nous observons que Ton a 

dz _ I d^z _ 4> ^(x) I 

I. 3* ÉDIT. a6 
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OU 






il viendra 

U nous faut intégrer cette équation, dans laquelle î^ est 
la fonction et 5, a les variables indépendantes. On sait 
qu^elle se ramène aux deux équations différentielles 
simultanées 

da ds dp 



Posons 

f=?{*), 

d'où 

Nos équations dififérentielles pourront s'écrire 
dt da 

-T— 

Sait 

La première équation nous donne 

«(ff) — »(*} = consU = A; 
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d*où l'on lirera une valeur de 9 de la forme 

Si l'on substitue cette valeur dans la seconde équation 
différentielle, et que Ton pose ensuite 

X étant une variable auxiliaire, on obtient l'équation 



4[ÇW] 



^s{'.^[s)]ds. 



OÙ 9' [5, Ç(5)] représente ce que devient la dérivée de 
(5, q) par rapport à $^ lorsqu'on y fait, après la diffé- 
rentiation, (7 = (^ (5). 

Soit |D (5) l'intégrale indéGnie du second membre. On 
aura 

1 = p(*) + consr. = p(j) 4- g» 



Il résulte de là que l'intégrale générale de l'équation (3) 



est 



y étant le signe d'une fonction arbitraire. Toutefois les 
conditions de notre problème assujettissent cette fonc- 
tion y à être identiquement nulle, lorsque l'on 7 fait 

simultanément 

s m 9 et p=:o; 

car la vitesse initiale du mobile est supposée nulle. 
Différentions la dernière équation par rapport à #, et 

28. 
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remplaçons tù',{s) par sa valeur ^^î îl vient 



?(*) S -'?'(*) + 'VW 






On en tire 



• P - - :z^ F =: P - 



.,(*)-. p(*)J 






ou, si l'on pose -Lj^ j 4- - G [t^ - p (x)1, 

«' -.iw.|»[^-'<"]-""['-^-Ht- 

Telle est la formule chenchée. G et f représentent des 
fonctions arbitraires ; p est aussi une fonction arbitraire. 

En effet p' (s) et par suite p(s) sont déGnis par Té- 
quation 

et, puisque la fonction n*est assujettie qu'à la seule con- 
dition de s^ëvanouir pour s = a^ nous pouvons prendre 

• 0(,,er)=(*~a)x(c), 

j(^ ((t) ëtant indépendant de s -, alors le second membre de 
l'équation précédente se réduit à 

z[Ç(')]. 

D'ailleurs le premier membre peut s'exprimer en Zi^h 
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quelle que soit la fonction p (5), puisque s est une fonc- 
tion deÇ(s), Prenant cette expression du premier membre 
pour la fonction x[C(^)] 9^^ ^^^ ^ volonté, l'équation 
sera satisfaite. 

Supposons, en particulier, que l'on prenne 

et posons, pour abréger, 

La formule générale (4) pourra s'écrire 

/=?['© -S} ■ 

Vf étant le -signe d'une fonction arbitraire. 

Celte dernière formule a été donnée par Lagrange, 
dans les Mémoires de Vjicadémie de Berlin^ ï?^^, 1770. 
La formule générale d^où elle dérive a été établie récem* 
ment par M. Brioschi (*). 

6. Comme application des formules que nous venons 
d'établir, nous nous proposons ici. de chercher tous les 
cas de tautochrom'sme contenus dans la formule de 
Lagrange i et relatifs à un corps pesant qui se meut avec 
frottement dans un milieu dont la résistance est une 
fonction quelconque de la vitesse, f{i^)* 

Supposons l'axe des x vertical et dirigé en sens con- 
traire de la pesanteur-, et soit fx le coefficient de frot- 
tement. 

La composante tangentielle de la pesanteur et la près- 



(*) Annali di Seien§e matematiehe e fisiche compiluti da B. Tortolini; 
Borna, i853, p. Sa. 
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non tnr la oonrbe seront respectÎTement 






■\F%--r 



ds' 



V rfj» 

en sorte que Ton aura, pour Texpression générale de la 
force tangentielle, 

dyx 

dx 

— est ici une fonction de s qui, si elle était connue, don- 
nerait Téquation de la courbe. Nous allons déterminer 
cette fonction par la condition que la formule (Y) soit 
comprise dans celle de Lagrange. 

Si Ton différentie la valeur (V) trois fois par rapport 
à v^ puis une fois par rapport i s^ le résultat est identi- 
quement nul. Exprimons que la formule de Lagrange 
satisfait à cette condition. 

Si nous posons 



la formule de Lagrange prend la forme 

et Ton doit avoir 

dp^ds''^^ 
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OU, puiscpie I est une fonclion de 5, 



=:0, 



Cette condition nous donne 
Posons 



l'équation précédente deviendra 


z»f'(.) 


^6«f (.) + 64.(1) = o. 


Pour l'intégrer, 


posons encore 




«•^ (.)=«. 


Nous obtenons 






«• = o; 


par conséquent, 


a = Ac + B, 




. A B 



X= — Alog«-t--Bz-' -+-€«-+- D, 

F=^Aplog^-+-^BÇH-i(c-^yH-Di', 

A, B, C, D désignant des constantes arbitraires. 
Pour que cette valeur soit identique avec la valeur (V), 
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il faut que Ton ait 






La seconde relation nous montre que la résistance du mi- 
lieu doit être simplement proportionnelle à la vitesse. 
Si l'on élimine \ entre les deux dernières relations, on 
obtient, toutes réductions faites, 

BC 

r/'x '2 If 

-TT — — ^^ = const., 
iis^ I H- p' 

ce qui est Téquation d*une cjcloïde. 

Ainsi, la cycloïde est tautochrone ai^ec frottement, soit 
dans le vide, soit dans un milieu dont la résistance est 
proportionnelle à la vitesse^ c'est d'ailleurs le seul cas de 
tautochronisme avec frottement qui soit donné par la for- 
mule de Lagrange [*). 

Si Ton nomme r le rayon du cercle générateur de la 
cycloïde et H une constante, on aura 

dx gs -4- H 

ds 4'* 

La constante H se déterminera par la condition que le mo- 
bile, placé sans vitesse initiale à l'extrémité des arcs tàVL- 



C^ ) Ce cas de Uatochronisme « été signalé la première fois par Ifecker, 
hecMil de$ Smvmnî» étrangers (Académie des Sciences de Paris), i.1V, 
• 96; 1763. 
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tochrones, y reste en équilibre, et qae, placé un peu plus 
haut, l'équilibre n'ait pas lieu. Cela exige que l'extrémité 
des arcs tautocbrones soit le point le plus élevé de ceux 
où le point matériel, posé sans vitesse, pourrait rester en 
équilibre. 

7. Trouver tous les cas de tautochronisme contenus 
dans lafotTnule de Lagrange (prob. 5), er relatifs à un 
point pesant qui se meut dans un milieu dont la résis- 
tance est une Jonction de la vitesse, f[u). 

Un calcul semblable à celui du numéro précédent 
montre que la résistance f (i*) doit être de la forme 

A -h Bp 4- Cp% 

A, B, C désignant des constantes. 

Alors la courbe tautocbrone est celle que nous avons 
obtenue au problème 4. 

Ceci est un cas particulier du théorème suivant : 
Toute courbe tautocbrone pour une force comprise dans 
la formule de Lagrange, est encore tautocbrone lors- 
qu'on ajoute à la force un terme proportionnel à la vi-* 
tesse (*). On voit, en effet, qu'en conservant la même 
courbe et ajoutant à la force tangentielle un terme pro- 
portionnel à la vitesse, l'expression de la force tangen- 
tielle totale reste encore comprise dans la formule de La- 
grange^ car le terme additionnel n'a d'autre effet que 

d'augmenter la fonction arbitraire cr ( - j d'un terme de la 
forme -Xconst. 
J. BsRTBAND, Journal de M. Lioupille^ 18479 1. XII, p, ia6. 

8. Un point pesant monte, en vertu d'une impulsion 

(*) UOftANQi, Mém. de VAead. de Berlin, 1765, p. 37t. 
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initiale, sur une courbe située dans un plan vertical ^ 
le nèouvement a lieu dans un milieu homogène dont la 
résistance est proportionnelle au carré de la 'vitesse. 
Quelle doit être la courbe pour que la 'vitesse du mo^ 
bile égale à chaque instant celle qui serait due, dans 
le même milieu, à la hauteur mesurée par la longueur 
de rare qui lui reste à parcourir pour atteindre un 
point fixe situé sur la courbe? 

Soit 5 Tare de la courbe compté à partir du point fixe, 
X la distance de rextrémité de cet arc i rhorizontale qui 
passe au point fixe, et k la résistance du milieu pour Tu- 
nité de vitesse* 

L^équation de la courbe est 

Ce problème fut proposé i Clairaut, pendant son voyage 
en Laponie, par un professeur d'Upsal nommé Klings- 
tiema. La solution de Clairaut se trouve dans les Mé- 
moires de V Académie des Sciences de Paris^ ^ji^t 
p. aS4* 

9. D^un même point O parient une infinité de droites 
situées dans un même plan vertical et terminées à une 
courbe S* Déterminer cette courbe de manière qu'un 
point pesant, descendant du point O sur Vune des 
droites, arrive sur la courbe avec une même vitesse, 
quelle que soit la droite que Von ait choisie. Le mouve- 
ment a lieu dans un milieu homogène dont la résistance 
est proportionnelle aucarré de la vitesse. 

Rapportons la courbe a des coordonnées polaires r, 0, 
dont Torigine soit au point O^ et dont Taxe toit dirigé 
dans le sens de la pesanteur ; nommons a le rayon vec- 
teur qui se compte sur l'axe* 
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L^ëquation de la courbe est 

! — «--»*• 



cosO 



EuLKm, Meehan.f U II, p. a5i • 



10. Les données restant les méqies que dans le pro'- 
blême précédent^ on propose de déterminer la courbe S 
par la condition que le mobile emploie le même temps 
pour V atteindre j quelle que soit la droite sur laquelle il 
descende. 



L^ëquation de la courbe est 



/cos8=l^ 



e*r-f.(«»fc-_,)» 



EoiAB, Meehan., t. II, p. a56. 

SECTION IV. 

MOUTEMENT D^UH POIZIT MATÉRIEL SUE UZIB SUEFÀCB FIXE. 

Soient 

or, y, z les coordonnées da mobile à Tëpoque t\ 

^ la vitesse; 

X, Y, Z les composantes de la force accélératrice exté- 
rieure parallèles aux axes*, 

F (x, J'y z) = const. Téquation de la surface ; 

R la réaction normale que cette surface exerce sur le 
point. 

Si l'on pose, pour abréger, 

±1 



U: 



m-^i)<^ 
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les équations du mouvement seront 

di* dz 

Pour déterminer la position du mobile à une époque 
quelconque, il faut éliminer le produit RU entre les trois 
équations précédentes^ alors on aura deux équations dif- 
férentielles entre x, jj z, t, qui, jointes à Téquation de 
la surface, détermineront les coordonnées en fonction du 
temps. 

Lorsque X^ + Ydy-i-Zdzesl la différentielle exacte 
d'une certaine fonction cf (x,y, z) des seules variables Jt, 
y, z, on a de suite une intégrale première, 

^01 ^09 J'o) ^0 étant les valeurs de i^, x, fj z qui corres- 
pondent à l'état initial. Cette intégrale pourra remplacer 
une des trois équations primitives, et comme 



(^=z 



dt^ 



elle permettra de faire disparaître dt des deux équations 
restantes. Dès lors il suffira d'éliminer entre ces der- 
nières équations le produit RU pour avoir une équation 
différentielle en x, y y z qui déterminera la trajectoire 
conjointement avec l'équation de la surface. 

1. /7'fi/i point pris à volonté sur Vun des méridiens 
d'une surface de réi^olution dont Vaxe est vertical, on 
lance un point pesant suivant la tangente au parallèle, 
avec une vitesse qui est une Jonction connue des coor- 
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données du point de départ. Déterminer la surface par 
la condition que le mobile^ assujetti à rester dans son 
intérieur, décrive toujours un parallèle, quel que soit 
le point de départ. 

Soit pris le plan méridien d'où part le mobile pour 
plan des .rz, et Taxe de révolution pour l'axe des Zj qui 
sera dirigé en sens contraire de la pesanteur. 

Nous avons 

ILdx -^Ydf-^Zdz-- —gdz\ 

d'où il résulte que la vitesse doit être constante pendant 
toute la durée du mouvement; par suite, la résultante de 
la pesanteur et de la force centrifuge doit être normale & 
la surface. 

Ainsi, X et 2 étant les coordonnées du point de départ, 
c^ ^3^/(«,.r) la vitesse initiale, nous devons avoir 

aj?/(g, -g) „ dz X dz 

X ^ dx ^ 2 rf-c 

Telle est Téquation différentielle de la courbe méridienne. 
Elle nous montre que la hauteur due à la vitesse initiale 
est égale à la moitié de la sous-tangente à la courbe. 

Donnons a la fonction/* quelques valeurs particulières. 

Soit 

fz=z CODSt. I - /*. 

Ona 

2 kdx 
- «fe, 

X 

logx -~^ — 7 -4- const. 

La courbe est une loganlltnuque* 
Soit 

an 
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On a 



lù^ 



x*=2a« + coiist. 



La courbe est une parabole. 
Soit 

Oaa 



•> 



Si Ton veut que le temps d^une révolution soit le même 
sur dbacun des parallèles; alors, nommant T la durée 
d'une révolution, on aura 

par conséquent la courbe méridienne sera la parabole 
X* = - — - z -+- const. 

27r« 
FoNTANA, Disseriazione sopra laforza centrifuga; 
Verona, 1784* 

2. Trouver une surface passant par une courbe don- 
née et telle, gWun point pesant parcoure cette courbe, 
lorsqu'on le pose sur la surface en un point de la 
courbe, et quon lui imprime une vitesse de grandeur et 
de direction convenables. 

Supposons Taxe des z dirigé dans le sens de la pesan- 
teur. 
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Soient 

les équations de la courbe donnée. 

La surface cherchée aura son équation de la forme 

F=^-/(z)-[jr-/W]f(r,») = o, 

f étant une fonction qui ne devient pas infinie pour 

r=/.(f). 

Il s'agit de déterminer cette fonction f . 
Tout point pesant (x, j^, z), posé sur la surface, véri- 
fiera dans son mouvement les équations 







d^r 

di' " 


= RU 


d¥ 


desquelles on tire 










dF d^x 

dx dr 


dF d^ 
dx dt 






ou, ce qui 


est la même chose 


5 






(0 


dF ^ dx 


dx 


4- 





Pour que le point parcoure la courbe donnée, il faut 
que cette équation devienne identique quand on y fera 

après avofr substitué ^^i~r^ -f" '^s valeurs de ces quan- 
tités relatives à un point qui serait assujetti à parcourir 
la courbe donnée. 
Or 

dF_. 

dx ""'' 
et quand on pose 
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— 56 réduit à — ? [/i (2)9 ^] 9 ^^ sorte que la sobstitadon 

de ces valears dans Téquation (i) donnera un résultat de 
la forme 

n (z) étant une fonction connue de z. 

La fonction f qui vérifie cette dernière équation est 
évidemment donnée par la formule 

(3) ?(r,«)-n(.) + [r-/(.)]+(j',»). 

dans laquelle v{/ représente une fonction arbitraire qui ne 
devient pas infinie pour j^ =/, (z). 

De là il résulte que Téquation de la surface cherchée 
est 

Comme application, nous supposerons que la courbe 
donnée soit une hélice, 

xzzzrcos i^-jj jr = rsin (*■■)• 

Il nous sera plus commode de représenter cette courbe 
par les deux équations équivalentes 

r y 

4f*4-7* — r'rno, 2— - ^ arc tang -=o. 

Alors Téquation de la surface sera de la fonne 

F = » -- T arc lang - — (*» -f-j'* — r») f («, jr) = o. 

Si dans les dérivées partielles ^> ^ on élimine x 
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Gty à Taidedes équations de la courbe, on trouve 
d¥ I 



d^-r*° 



( A: - j — 2rcos ( X- - j y,, 



en posant 

f, = f j rcosf A - j» rsinlA-j |« 

Supposons le mobile placé sans vitesse initiale au point 
dont les coordonnées sont 

x = r, 7 = 0, « = o. 
Nous aurons, à un instant quelconque, 

rfx = — Asinlk ''\dz^ dj' = X* CCS ( k - ) rf«, ds =z ^k*~\- i dz. 

D'après ces valeurs, Inéquation (i) devient, toutes réduc- 
tions faites, 

,[rcos(xi), rsin(*i)]=^^-±; 

c'est Téquation qui correspond à la formule (a). 
Selon la formule (3), nous aurons 

r 
arc tang- 

^('^J)- j;^— ^■+-(-*'H-.r--'-')H^»r), 

ou, ce qui revient au même, 



I. a' Cdit. 



29 
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rar le second membre se réduit bien a Il(z)=z 1 

quand ou y remplacé Jcetjr par leurs Valeur» en z. 
L'équation de la surface sera donc 

ou, remplaçaht f (j^iy) par sa valeur, 

Si nous supposohs ^ = ô, l'équation se réduit à 

arc tang- 
A x^-4-j* 
011, posatit X == o cosck) et )" = u sina>, 

La surface représentée par cette équation est assez re- 
marquable : les sections horizontales sont des spirales 
analogues à celle d'Àrchimède; les sections faites par des 
cylindres de réfôluiion autour dé Taxé des t sokit des hé- 
lices -, les sections faites par des plans |^S6an( par eet axe 
sont des courbes hyperboliques qui ont pour asymptotes 
l'axe des z et la trace du plan sééiAht 9ttr le plan des xjr\ 
la courbe de plus grande pente est représentée pàt Té- 
quation 

u ^ Cff-** . 

Il y a plus : quel que soit le point de l'axe des x sur lequel 
on place un point pesant, la trajectoire de ce point sera 
une hélice. C'est ce qu'on reconnaît aisément en prouvant 



que (p|ius$ Iiî4 hélice de h snr&çe v^srifiep^ réqDaùoa (1), 
si ♦* =s ^ a^^ . 

Catalav, /ounmi de ilf. li^itviHe^ u XI» p« sia; i84S. 

3. Trouver V équation générale de la courbe brachisto- 
chrone pour im point pesant Qssi4JPUi à se mouvoir sur 
une surface quelconque. Examiner en particulier le cas 
d^une surface de révolution autour d^ un axe vertical. 

Soient Taxe des z une verticfile djrigéfç dans i^ sens de 
li| pç$a^te^p, ^0 9% 9i les ordonnées du ppînt de d^p^rt et 
du point d^arrivée, et 

Tëquation de la surface. 

Le mobile paruiit du repos, sa vitesse est donnée par 
la formule 

•• = ^=^2^ (»-«.); 

par conséquent l'inlégritle qu'il s'agU de repdre up nùaî- 
mum est 

"' ds 



J 



Ijs problème consiste dans une simple appliealioii des 
foroitttos du calcul des variaticms. 

Nommons p eiq les dérivées partielles — > -^ que Ton 

tire de Téquation de la surface, et posons 



M = -7- > W HT. --- 9 ML r;: — -- ^ W rr: -— 5 
aj: €ip dj (i*f 

les dérivées étant ici des dérivées partielle s. 
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Pour que Tintégrale soit un minimum, il faut que les 
ordonnées x, y^ z d'un point quelconque de la trajec- 
toire, outre qu elles Térifient F équation de la surface, vé- 
rifient encore l'équation difTérentielle 

("-S)?=("'-^)S' 

dans laquelle — * -^ représentent des dérivées totales, 

prises en considérant x, J^p ^iff comme des fonctions 
de z. 

Nous avons 

d^_± q 

dz dz ^1 -f.^>4.^a^2^^« — z,)' 

en sorte que l'équation difTérentielle est 



M' 



dy ds)/2g(z— Zt) '^^ ds\l^g[z-^ z^\ 

On pourra éliminer une des coordonnées x^jk l'aide de 
l'équation de la surface; alors on aura une équation dif- 
férentielle du second ordre entre deux variables. L'inté- 
grale de cette équation contiendra deux constantes arbi- 
traires dont on disposera de manière que la courbe passe 
au point de départ et au point d'arrivée. 

Dans le cas d'une surface de révolution autour de l'axe 
des JE, on a 

rfF r/F 
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par suite réquation (i) derient 

' dx . dy 

yd • === — «a • . = o. 

dsyjz — «0 ds\^z — z, 

L'intégrale première est 

( a ) ydx — xdy = ds ^z — «,x consl. 

Si l'on substitue à x et a j^ les coordonnées polaires r 
et 0, liées par les relations 

xr=rcosO, y=rsit\Bj 
il vient 

ydx — xdy = r* rfO ; 

d'ailleurs, 

Va— «, = —=, dsslZ'-'Z. = '=; 
^ig ^ig 

par conséquent Téquation (s) peut s'écrire 

C étant une constante. 

Sous cette forme elle nous montre que l'aire décrite à 
chaque instant par la projection du rayon vecteur sur un 
plan horizontal est proportionnelle au carré de la vitesse 
du mobile. 

La même équation nous fait voir que le rapport de v 

dQ 

k — augmente indéGniment à mesure que if diminue ou 

que Ton considère un point plus rapproché du point de 
départ. Il en résulte que toute brachistochrone sur une 
surface îie réyolution est tangente au méridien du point 
de départ. 

On a, pour toute époque. 
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Or, si le point d'arrivée ^i 9W U ip#idîm du point de 
départ, le premier membre de œtte é(]uatioD est nul ; d'ail- 
leurs Tintégrale qui figure an second membre ne peut ja- 
mais être nulle, vu que tous ses éléments sont positifs; 
donc, dans ce cas, C :=: o. On en eonclul qi|e, quand le 
point de départ et le point d'^irivéç sont situés sur un 
même méridien, la brachistochrone entre ces deux points 
n'est pas antre chose que le méridien lid-mème. 

L'intégrale de l'équation (a) peut toujours se rame- 
ner à une quadraturç. En eflçt cette équation peut s'é- 
crire 

or, si Ton pose 
d'où 

on pourra facilement la résoudre par rapport à <f 6, et en 
tirer l'intégrale 






^9. 



Lorsque la surface est un cylindre, la réaction qu'elle 
exerce sur le mobile, étant horizontale, n'a aucune in- 
fluence sur la vitesse. Il en résulte que, si Ton développe 
Le cylindre sur un plan vertical^ I4 Jbrachiftochnnie sur 
le cylindre restera brachistochrone sur le plan. Ainsi la 
première courbe a pour transformée une cycloïde- 
Roo^A, Journal de M, Lioiwiile, t. XIII, p« 4' > 1848. 

4. Déterminer le moui^emenl d^un point pesant lancé 
le long d^une surface qui est de résolution autour d\n 
axe vertical. 

Conservons la notation du problème précédent, et sui- 



DYNAMIQUE. 4^5 

vons de point en point la méthode générale indiquée au 
commencement de cette section. Nous arriverons aux 
deux intégrales premières 

Cette dernière intégrale pouvait se prévoir ; car le mobile, 
considéré comme un point libre, est sollicité seulement par 
deux forces, l'une verticale et constante, Tautre dirigée 
constamment vers l'axe de révolution. Or cette dernière 
force, en projection horizontale, est dirigée vers un point 
fixe et fonction de la distance; par conséquent la projec- 
tion horizontale du mobile est assujettie aux mêmes lois 
qu'un corps sollicité par une force centrale. 

Ces intégrales, jointes à l'équation de la surface et à la 

relation 

rfs» -h dir» -h r»rfe« 



p^ = 



dr 



nous donnent une relation entre et z qui détermine la 
trajectoire, 

•~j7(^V/(»)'['î+^^(«— .)]-<? 

Il sera maintenant facile d'obtenir z, r et exprimés 
en fonction de i par des quadratures. 

^uuR, Meeh.f t. Il, p. 488. 
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